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D�1B 4���� "��� ��(�� ���� 3� �(���� �������� %%C� ��� ���( &�&1 � � � � � � A3

D�1C 4���� "��� ��(�� ���� 1A� �(���� �������� 1&&� ��� ���( &�&1 � � � � � � AE

D�1D 4���� "��� ��(�� ���� 1A� �(���� �������� %%C� ��� ���( &�&1 � � � � � � AE

D�13 4���� "��� ��(�� ���� 3� �(���� �������� %%C ����� ����(�� 	����� � � � � B&

D�1E 4���� "��� ��(�� ���� 3� �(���� �������� C&& ����� ����(�� 	����� � � � � B&

D�12 4���� "��� ��(�� ���� 3� �(���� �������� 1&&& ����� ����(�� 	����� � � � B1

D�%& 4���� "��� ��(�� ���� 3� �(���� �������� C&&& ����� ����(�� 	����� � � � B1

D�%1 ��	���� ���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � B%

D�%% ��	���� ��������� ���� �� 	��� 13D � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � BA

D�%A ��	���� ��������� ���� �� 	��� AC1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � BB

D�%B �������� �	 �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � BC

D�%C �������� �	 �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � BD
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"���� �� ������� ��� ����� 	���� �*����� �� (���� �� � ��� �(���� ��������� � ��� ��(���

��������� � ��� ���� ������� +� ��� +� ��� (�������� �	 ��� �"� (����� ��������� �� ���

�(����� ��� �� ��� �� ��� $��������� �	 ��� �"� (������

�������� ��� ������� ����� (����� ��� ���������� ��� "��� �(����� "��� �������� ���

�������� ��� ���������� ��������� �	 ��� ������ ��� �*�(��� ��� ���,�������� �� ������

?A�B@ ��$�� �� �������� ��((��� �� ��� ���������� �����	��� ��� ��������� ����� ������ �����(��



1%

������ A�CI ��� ���,��������� "��� �������� ��((���

"������ ��������� 	������ ������ ?A�C@ ����������� ��� ��'����� ��������$����� ���� "���

��� �������� �� ��������� ��((��� ���� (��$���� ��� ��������� 	�� �����(����� ����� ���� �	

����� ���,��������� �� ��		���� �������� ��� ��(���� 	�� "��� ��� ����� ����� �	 �(�����

"��� �������� ��� ����� �	 ��(������� ���������

��� ��� ������ �-������ ����� "� ��������� ��� A� ��� ������ �� ���� �	 ��� ������

������ �� ,���� ?A�C@� :��� ����� (���� �� ���� ���� �� ��������� "��� 1C �(������ �	���

��$���� �*(�������� "� �����$���� ���� �� %�� ����-��� �( ���������� ���� ��������� "����

��$� ������� ��((��� �� ��� ��������� �Æ�������� �����	���� �� ��� 	��� ��������� ����� "�

��	����� ���� ��� ��� ��������� "���� �((�� �� A�� ��� ���-� �( ��� ����� ��� �( �	

����� (����� ���� ������������ ?������ ?A�D@@�

��� &�����������

#���� ��� ��������� 	�� ����� (���� (������� ��������� ���$� ������� �� �������� �'����

��� (����� ������ �$�� ��� ��$���� �� ����� "���� ��� ����+��,��� ��(���� ���� ��

��"� �� (����� "���� ��� �-������ �� ������� ����� ����� �*��� ���� ��� �� ������� ��

����� (���� �� ��(������ ��� �-������� ��������� ��� �-�� ����� �*(������� ��� ��� (�����

"���� ��� ,��� (���� ��� �������(���� ���� �������(���� (����� �� ��������� � ��������

���� �� ��(��������� =������ "��� �� ����� �������� GAH GBH�

.� ����(� �� ����$���� ��� �������(���� (����� �� ������ ����� (����� ���� ���



1A

������ A�DI ?�@ !���-��� �( � ���� ���� ������������ ?�@ ������� ��� ���� ���������� ?�@
��� �� ������� ���� ��� (��� ��� �� �� �*����� ?�@ �������� ��� ������� ?�@ ���
��������� ������������ 	�� ��� ����



1B

���	��� �	 ��� �-������� ��� ��� �-��� ��� ������ (������ ��-�� (���� �	��� ��� �-������+

4����� ��� ��� >����4����� ��$� ���� ���������� �� ������ ��(������ ��� �-�������� ����

>����4���� ,��� ��� ��� �������� �� ��� ������� �-������� 5	 ��� �	 ��� �	 
	 � ��(������

�	 ���� �������� $����� ��� ���� ���� ��� ��(���� �������� �� ��������� �� ������� A�A� ���

>����4���� �� ��������� �� �� ����� ������ �� ��� �-������� ��� �$�� ���� ��� �-������

�� ����� � �-������4�����

5� ������� "��� ��� �������� �'��� ����� ��� �-��� "� ,��� �������� ��� ��� >����4�����

���� ��$� ��������� ������� �	 ��� ��������� .� ���� ,�� ��� ��� ���� (����� ���� ���

�������� ��)����� �� ����� (����� ��� ��� ������� �	 ��� �-��� :��� �	 ����� ��"�� 	���� ����

(����� �� ������ 	�� � ������� (���� �� ��� �-�� ��� ���� �$�� ���� ��� �-�� �� ����� �

��	���������

��" ����� ��������

����� ��� ������� ��(���� "�� ���� ����� � ����� ��� �(����� 	����� ��� ������������

����� ������ ������� ����� (����� ���"��� ��'����� ���� (���� �� (����� "���� �(�����

���� �� ����������� �� ���"� �� ,���� ?A�3@� ��� (����� ������ ��� ��$���� ��

���	���4����� ��� ������� ��� �$�� ���� ��� �-�� ������� ��� �	 ����� ���	���4�����

���� "��� ���������� ��*� �� ���� ����� �� ��� ���� ��" ����� ��� 	������ �(���� ��

�������� ���� (������ "� �������$��� ����- ��� ������ �	 ���� �(���� �	��� ��� ���	���4�����

��$� ���� �������� 5	 ��� �	 ��� �	 
	 �� � ��(����� �	 ��� ������ $����� �*����� ���

��(���� ��������� ��� �(���� �� ��������� ?������ ?A�E@@�



1C

������ A�3I 6������� ���,�������� "������ ������� ��� �(�����

������ A�EI �	��� �(���� ����������



������� �

��������
 ��� ��������

��� (����� ��'������ ���"��� �-������4������ >����4������ ��� ���	���4����� �� ���

	��� ���� �-������4����� ��� �������� �� �-�������� ��� �����	��� ��� ���)��� �� ��� �'��� �	

�(������ .��� ��� �-������ �� ���������� �� ������� ��� �� �((���� 	����� ?��	�� �� ��� ��*�

������� 	�� ��� ������@� ��� �-������4����� ������� ��� ��� ����� �	 �����	��������

��� �$���� �	 �-������4����� �� ���� ��������� �� ��(������ ��� �(����� ��������� �����

�(����� "��� ���� (��� �� (��� �� ��� >����4����� �� ���	���4������ ������� ��� ������ ���

�(���� ����� �� ��	���

��� ������ ��� ��

.��� ��� ��� �(���� ����� �� (����� �������� ��� �������� �� �� ��(�� �� �$��� ���

�-������� ��� ��������� ��� ����� (������ 5� ��� ��(��� ���� "���� ����� �*���� ����

��� �-������� -��	���� ��	������� �� ��� �-������ �� ��,��� "����� � ��*� ,�� ���� ���

����� (����� ������ ��� ��������;����� (������� 5� ��� 	��� ��������� ����� "� ��� �����

��(���� ���� �� ��(��� ��� ����� ��(���� ���� �(���,�� ���� (������� ��� ����������� �	

���� �-������ ������ ���� 	��� �	 ��������� 6�� ����� ��(���� ���� "�� ��������� �� A&

	���� (�� ������� �����	��� "� �������� �����(����� ���"��� 	���� "��� ��� ��������� ��

������� �� � ������ 	��� ������ ����� ��� ������������� ���� �� ��$�� �� *� �� ; 	���� ��

�������� �� ��� ������� ��� ��� ���������� ���� �� ��$�� �� ������� �	 �������� ������ ����

�*��� ��� �����(������� �� ������� ��� ����

�?M �N@ L �?@� M �?MN@?1� �@

"���� � �� ��� ������������� $������ ��� � �� ��� (��������� �	 ��� ������� �����(������

��� �� �������� �� N� ���������

1D



13

�?M �N@ L �?@�M �?MN@?1� �@

"���� � ������� ��� $����� ���� �������� ��� :���� ������ �	 ���������



������� �

����������� ��	��

���� ���(��� ��������� ��� ��� �(���� ����� ��� ������� ������ �	 	����� ����� ��� ���

�(����� ����������� ����� !������ ����� ��� $���� ��	������� ����������� ���� ����

�� ���������� "��� � �-�� ��	������� (������ ���� �� ��(����� 	�� ��� �������� �����������

(�������

��� ���� ����� �����

5� ��� ������ �-������ ����� ��� �'���� �	 �((����� 	����� �� ��� �-������ ������ ����� �����+

	�������� ���� �� �������� �� ������������ ��� �-������ 	����"� 8�"���<� ��" �	 �����

"��� �� �� ���)����� �� �*������ 	������

�?@ L
�?@

�

�?MN@ L �?@ M �?@N

+?MN@ L +?@ M �?@NM
1

%
�?@N�

"���� � �� ��� �*������ 	����� � �� ��� ���� � �� ��� ������������� � �� ��� $�������� + ��

��� (��������  �� ��� ���(��� ���� ��� N �� ��� ��� ���(�

��� ������������ �� ��( �	 ��� ������� ����������� �	 ��� �-������� "� -��	��� ��� ����+

������ ������ �	 �������� ������ ���� �*�� ������ ���� 	��� �	 ��������� ��� �-������<�

���������� ����������� �� ��(���� �� ������ ����� ���������� ������ �	 �������� ���� ���

�*������ ������������

1E



12

�� �������� �� ��� (��$���� �������� �$��� ��� �-������ ������ ��� �-������4����� ��

�$� �� "���� "���� �� ���� ������� ��� ������� �	 ��� �(������ .��� � �(���� �� ��� ��

��� ���� ������� �� ��������� 	����� �� ��� �"� ����� (����� ��������� �� ��� ��� �(����<�

�������� ���� ������� ��� �(���� ��������� ��(��� ��������� ��� ��� ������$� $��������� �	 ���

�"� ����� (����� �������� ��� ����� �	 	����� �� ���"� �� �������� ?A�%@�

��� 	����� ����� ������������ �� ��� >����4������ #���� ��� ��� ����� ���������

��������� ���$� 	�� �-�������� ���� >����4���� ����$�� �� � ��" ����� "��� � ��" �������+

������ $�������� ��� (������� 	�� ��� ��*� ��� ���(�

����� ������	�


6�� "�� �� ������ ��� ��� ����� � ��� �(���� ���� �� �� ��������� ��� $������� �� ���

��� "��� ������� ����� (����� �� ��� ��� �(���� ������ .��� ����� ����� (����� ������

����� (�������� ������ ��� ��	������� (������� ��� $������� "���� �$� ������������ 5�

��� ������ �-������ ����� ������� ��� �-�� �� ������� ��� ���� � �������� ����� "� ������

(��- ����� (����� ���� ��� �*����� �� ��( �	 ��� �-�� ��� ������ ��� �� $������� �	 ���

���� �	��� ���� ��������� �	 ��� ���������� ��� ��������� ������ ���"� ��� ��� �����

�� ��� ���������� (�������� �	 ����� (��������� ����� (����� ?������ ?A�1@@� !������ ���

>����4����� ��� (���� ������ ����������� �� �������

��� ���� �� 	����� �
 ������� �����

��� ������� ������ �	 	����� ?������� �6�@ ���� ����� ��� ��	������� (������ �����

��� ����� ��	������� 	��������� .� ���(��� .��-�� ��� .����<� �������� GA&H "���� "�

����������;� ��� ��	������� �� � �( 	�� �� �� �� "���� ������ ��� ��(������� 	��

��� (��(��� �	 ��������� �(���,������ �	 K+� �� ��� �������� �	 � (���� �� ��� ����	����

��)���� ��� �������� �	 ��� (���� �� ��� ��	���� ��)��� ��

+ L �*� ?C�1@

"����

*� L �?K+�@

��� 	������� � ���$���� �� ����	���� (������� �� 1�� ����� �� ��� ����� �����������

5� ���� ��� ��(��� �� � �� ���� 5� ��� �(����������� "� ����� �?,+�@ L �?K��	 K
�	 K��@ ��

�� GK��	 K
�	 K��	 K��K
�	 K
�K��	 K��K��	 K�
�

� 	 K

�

� 	 K�
�

� 	 1H� ��� A� 1& ����* � �����	��� ��� ����	���� ,+�
���� ��� ��	���� (������� +�� � �� ��,��� �� ��



%&

�?MN@ L �?@ M O�?@NM
1

%
P�?@N�

��� O�?@ �� ��,��� �� ��

O�?MN@ L O�?@ M P�?@N

��� P�?@ �� ����� ��

P�?@ L �?@���

5� ����� �� ��(��� P�� "� ,��� ��(��� ��� �������� ������� ��� ����* �

� L
�
�

?�*�*
�
� @

"���� � ��(������� ��� ��� ��� (����� �� ��� ������ ��� ��������;�� 	���� � ��$�� ���

	���� �� �((���� �� ��� "����+�(��� (���� +� L �*� �� ��,��� ��

�?@ L
�
�

��?@*
�
�

!������ � �� � �( ���"��� ��	���� ��� ����	���� ��)���� ��� ��� ����*� ����

����� �� �� ��(���� ��� ��$����� ����� 5� ����� "����� ��� ��� �	 ����	���� (����� ���

��(���� ���� ������ ��� ��������;����� ���(� ��� ���� �� �������� ?C�1@ �� ��� ��� �	 ����

��� ���( �	 ��� ���������� ��� ��� 	��� ����$����� �	 ����� ���������� ��	�� �� GA&H�

5� ��� 	��� ��������� ����� "���� ��� ��	������� �� ��� ��� ��(��*� � A� 1& %��
����� ��	������� ����* �� �� ������ ��Æ����� �� �������� ��� ��	������� (������ �	 ���

������ ���������� �����	��� "� ����- ��"� ��� ��������� ���� ��(����� ���� (���� "����

���� (��� �� ��������� �� ��� �"� A � 1& ��	������� ����*� �� ������ ��� ����������
���"��� ���� (����� ��� (������� �	 ���� ����� (���� ���"��� ���� (���� �� ��(����I

+� L
��

���

����?��*�@ ?C�%@

"���� ���� �� ��� (��������� ��(���� ������ ��������;����� ��������� �� �������� ?A�1@

	�� ���� (��� � ��� ���� �� ��������� �� ������� ��� ��	������� ����* 	�� ���� (��� ��

5� ���� ��������� "� ��,�� ��� �� �	 �"� (����� �� ��� �� �	 ���� �	 
	 � ��(����� �	

��� (�����< ������������



%1

����� ������	�


����� ��� ������� �6� ���� �� � �(���+"��(��� ���������� ��� ��������� (������ ��������

�� �*��� ��������� ��� $������� �� ��� �-�� ��� ��	���� ����� �������� ?C�1@ �� ��� ������

�-������ ����� ��� �������� ?C�%@ �� ��� 	���+��������� ���� �	��� ��� ��	������� �������

��� ��(���� 	�� ���� ���� (����

��� '��� � '��������� ��� ���� ������� ������ ����

���������� �������� �����

�������� ������ :�����  ������ ?�: @ ��$� ������������� ���� ���"� ���� ��� ����� ����

�	��� 	�� ����� ��������� ��� ��������� ��� ������ �: �������� �� ������� ��(�������� ��

� L� P� M � O� M��

"���� �	�	� ��� ��� ���� ��(���� ��� ���'���� ������� ���(����$��� 	�� ��� ������

��)���� � �� ��� ��(����� $����� �	 ����$����� �((���� 	������ ��� � �� ��� ��(����� $�����

�	 ���� ���(���������

.� ��$� ������ ��� �((����� ��������� �� !���' ��� .��-�� G1H� 5� ����� ���������

���� �����;� �(����� ����������� 	�� ���$��� ��� ���' ��'�������� �������� ��������� ���$��

��� �(����� ����������� ��������� �������� ��� ��� �	 ��� ����	�  ���	������ ������ ��

��� ����������� ��	�	�  ���	 ������ ���� �((������� ����(� �� ���$� 	�� � ��" (�������

+?MN@ ��� � ��" $������� �?MN@ ��$�� ��� ������� (������� +?@ ��� $������� �?@� ��

��(��� ��� ��" ����� ��� $������� ����� �� �(����� ���������� "� ,��� ����� ���� ���

������ �	 (������� �� ��� ��� �� $�������� ��� "���� ��� ��'�������� �������� ��

�

�

�
� +
�

�
� L

�
� �

����?+	�@

�
� ?C�A@

"���� ��� �� ��� ��$���� �	 ��� ��� ����*� ��� �?+	�@ ������� ��� �((���� 	����� ��

��(��	� ��������� "� ��,�� +� L +?�@� ��� �� L �?�@� .� ���� ��,�� N+ L +?� MN@�
+?�@� ��� N� L �?� MN@� �?�@�
��� ���"��� :���� ����� �((���� �� �������� ?C�A@ �((��*����� N+ ��� N� ��

�
� N+
N�

�
� L N

�
� ��

�����

�
�



%%

"���� �� �� ��,��� �� �� �?+�	��@� ���� �((��*������ �������� ���� N �� ����� ����

�� ������ ��������� �	 ��� ���������� ��� ���-"��� :���� ����� �((���� ������� "����

N+ ��� N� ��� �((��*����� ��

�
� N+
N�

�
� L N

�
� �� MN�

����?+� MN+	�� MN�@

�
� ?C�B@

��� (����� ��'������ ���"��� ��� 	��"��� ��� ���-"��� :���� ������ �� ���� 	��"���

:���� �� ����� ������ �� ���������� �� ��� � "���� ���-"��� :���� ������ 	�� ��� ���(��

����� ?+�MN+	��MN�@ ��� ���� � 	��"��� :���� ���( �� ��� ��� ����� ���-"��� �� ���

�� ��� �� ��� ����� ?+�	��@I

�
� +�
��

�
� L

�
� +� MN+
�� MN�

�
��N

�
� ?�� MN�@

����?+� MN+	�� MN�@

�
�

�� ,�� N+ ��� N� �������� ���� "� ���$� 	�� $����� �	 N+ ��� N� ���� �����	� ��������

?C�B@� !�� ������ ���� ���$��� ���� ��������� �������� �������$���� "� �((��*���� ���

	������� � ����� � ,��� ����� ������ ������

�?+� MN+	�� MN�@ L �� M
��

��
N+M

��

��
N� ?C�C@

5� ���� ��������� �	
�

��� �	

��
��� /������� ������� ���������� ��� �����������( ���"���

	����� (�������� ��� $������� ���(����$���� 0�"�$��� ������� "� ���� ���� �� ��(��� ���

��" ������ 	�� ������ (������ ���� >����4����� ��� ���	���4������ �	
�

��� �	

��
��� �� ��

���-�� ��"� ���� 	��� �������I

��

��
L

�
�

�	�
�
�

�	�
�
�

�	�
�
�

�	�
�
�

	



��

��
L

�
�

�	�
���

�	�
���

�	�
���

�	�
���

	



"���� �� ��� �� ������ ��� (������� ��� $������� �	 �$���� (������ � ��� � ������

����� �	 ��� �-������4������ �� ������� ��� 	���� �((���� �� �$���� (������ ��� � �������

��� 	���� �((���� �� �-������4������ .� ��� ��	��� ������ �	�
�
�
��� �	�

���
������� ��� �-���+

���4����� ��� �$�� ������� ��� �� ��� �*��� 	����� �� ������$��� �	�
�
�

��� �	�
���

������ ���

����� �	 	����� ������ �� ��� �-������4����� ��� �� ��� ������ �� (�������� �� $��������� �	

��� ������ (������ �������� ����� 	����� �� �*���� "� ��� �������� ��� ������� "� "����



%A

��-� ��� �-������4����� �� �� �����	���� �� ��� ����� ��(���� ����� ��� ����������

���������

.� ��� ����(��� N+ ��� N�I

N+ L

�
� N+�
N+

	



���

N� L

�
� N��
N�

	



5� ����� �� ��������� ��� ������ ��� ���!������ (������ "� ��"���� �������� ?C�C@ ��

�?+� MN+	�� MN�@ L �� M
���
���

N+� M
���
���

N�� M
���
��
N+ M

���
��

� ?C�D@

8����� ���� ���� �������� �� ��� ��� ������������ ����$����� �	 �������� ?C�C@ �������

"� ��� ������� ��� ���� �	�
�
�

��� �	�
���
� .� ������ ���� �((��*������ �� ����� �� �����$�

��� ������� �'�����

��� ,��� ��-��"� �� �������� ?C�B@ �� ��� $����� ��� "���� ��(������� ��� ����� �����

�	 	���� ������ �� ���� ����� (���� �� ��� �� !������ >����4����� ��� ���	���4�����<

(������� ���(������� ��� ������ �� $������� ���"��� � ��� �MN ��(��� �������� �� ���

�(������ "� ��� "���� ��� 	���� �������� 	�� �� ��

���� L
��

���

����?�+� � +� � � ����@
+� � +�
�+� � +�� M

��
���

����?�� � ��@

"���� � �������� ������� ��� �(����� �������� �� ��� ����� (����� ���� ��(������� ��� ����

������ �	 ��� �(���� ���� �������� ��� �"� (����� � ��� �� ���� ��� �(���� ��������� ���� ���

��(��� ��������� �� ��� �� ��� $��������� �	 ��� �"� ����� (����� ��������� �� ��� �(����

�	 �� ��� +� ��� +� ��� (�������� �	 ��� �"� ����� (������

�� ��(��� ��� ������� �� �	�
�
�

�	 �������� ?C�D@� "� ��'��������� ��� 	���� ��������

"��� ���(��� �� ��� (������� �	 ���� ����� (�����

���
���

L

�
����������

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

� � �
�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

� � �
�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

� � �
�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

�	���
�
���

� � �
���

���
���

���
���

� � �

	
���������




%B

����

����


L
��

���

���? ���
1�
�
� ?�� � ��@

�

�
��

� 1@

����

�����

L �
��

���

���? ���
?�� � ��@?
� � 
�@�

��
@

����

����


L ���? ���
?�� � ��@

�

�
��

� 1�
�
M 1@ � �L �

����

�����

L ���? ���
?�� � ��@?
� � 
�@�

��
@ � �L �

"���� � �������� ������� ��� �	 ����� (���� �<� ����������� ����� (������ ��� ��(�������

��� ��� �(���� �������� �	 ��� �(���� ���������� ��� ����� (���� � ��� �� ��� ��� ��� ������

�	 ���� �(����� � ��(������� ��� ������� �(���� ������� ��� �� ���������� ��

� L ?�� � ��@
� M ?
� � 
�@

� M ?�� � ��@
�

�	�
���

�� ����$�� ��������

����

����


L
��

���

���

����

�����

L &

����

����


L ���

����

�����

L &

"���� ��� �� ��� ��(��� �������� �	 ��� �(���� ���"��� ��� �"� ����� (����� �� ��� ��

5	 � ����� (���� � �� ��� �������� ��������� �� ������� ����� (���� �� ��� �	 
	 �� �������

�	 �	�
�
�
� �	�
�
	
� �	�
���
��� �		

��	
"���� ��� �� ;����� 5� ��� ������ ��� ������� ��������$��� �	 ���

����� (���� �� %A� "���� �-�� ���� �	�
�
�

��� �	�
���

������� ��� �(���� ������� ��(�������

"��� ��� ����� �	 ����� (����� ������� %�&&& �� ���$� ?�� �� ��� �*(������� ���������

�� ��� ������� �������@ ��� ��� ������� ��$� ��� �������� �	 �((��*������ D	 &&&�D	 &&&�



%C

��� ���� ��-��"�� �� �������� ?C�D@ ��� ���� ��������� �-������4������ N+ ���

N� ��� $������ ��(��������� ��� ������ �� (������� ��� $������� �	 ��� �-������4������

��(����� �	�
�
�

��� �	�
���

�� ������ �� ��(����� �	�
�
�

��� �	�
���

�*��(� ���� �	�
�
�

��� �	�
���

��� ��� ������� �������� ���� ��$� ��� �������� �	 A � A! "���� ! �� ��� ����� �	
�-������4����� ���  �� ��� ����� �	 �$���� (������

������������ ��� 	���� �������� �������� ?C�D@ ���� �������� ?C�B@ ������I
�
� N+�
N��

�
� L N

�
� ���� MN��

���?�� M
�	�
�
�
N+� M

�	�
���
N�� M

�	�
�
�
N+ M

�	�
���
N�@

�
�

��-��� ��� ����� ��" �	 ���� �������� ��� ������������ N+� "��� ��� ��( ��" �	 ���

��� �������� ������I

N�� L N�
��?�� MN

���
���

?���� MN��@ M
���
���

N�� M
���
��
N+ M

���
��
N�@

9�� " ������ ��� �������� ����*� ��� ������(���I

?" �N���
���
���

�N����
���
���

@N�� L N�
��?��MN

���
���

���� M
���
��
N+M

���
��
N�@

5� ��� �(����������� �$��� ����� (���� ��� ���� ���� �����	���� ��� ��� ����* �

�� )��� ��� �������� ����*� ������������ ��� "��� " ������I

?" �N���
���

�N� ���
���

@N�� L N?�� MN
���
���

���� M
���
��
N+ M

���
��
N�@

"���� "� ���� ���$� 	�� N�� ����� ��� ��+���)����� �������� ����� ��������� ����"�

=�$�� N��� "� ���� ���$����� ��(���

N+� L N?�� MN��@

����� 	������
��� ����	���

5	 "� ����������

# L ��	� ���� ���� �	 �������� ?C�A@� ��� � L ����� ���� ���� �	 ��� ��� ��������� ���

+ "��� N��� "� ����$� �� ��� 	��

#+ L 	

"���� # ������� � ����*� 	 � -��"� $������ ��� + ��� ��-��"� $������ 5������ �	

���$��� 	�� + �� ��$������ #� "���� �� �� �*(����$� (������� ��(������� "��� ��� �����

�	 ����� (����� �� ������ "� ��� ��� �((��*������ ���������� ��� ��+���)����� ��������

	������� "� ���(��� 	�� GCH �� � ����(��� ������ ������ ��� ���$�� 	�� ��� ��-��"� + ��

� 	������� �	 ��� ��(���� �� ��$������ ��������



%D

����� ������ �����

��� ������� �	�
���

��� �	�
�
�

���� ��� ��� �������� A � A � 5� ��� ���������� ��� �����
�	 ����� (����� � ����� ����� �("���� �� �((��*������ B&�&&&� ������� ���� ��� �������

��� ��(����� �	 �������" ���� ����* "���� ������� CD ��������� �	 ����� ����-	�����

������� ����� ������� ��� ���� �(���� ��� �������� "� �(������� ��� ���� �����+

����� �� ����� ���� ��� ��+��(����� ���+;��� �������� �������� ���� ��(������� ���"�

��"� ��� ��(������� ��� �� ��� �������� ��� ������$��� �������� �� ����� ���� �����������

��� ����� �' ���"��� �(��� ��� ���� �� ��������� ������� �	 ��� ��������� �	 ����"����

����� ���������

����� ��� � 	�" ������� �(����(� ���� �������� (��������� ��� ����� �����,������� �����

�	 ���� ����� ��� ������� �	�
�
�

��� �	�
���

��� �������� ��� ����* ����(�������� (������ ��

�((��*������ ���$��� ������ �	 ���� �	�
���

��� �	�
���
��(��� ������ �� ��� ��(��� ���������

"���� ������ ��������� ���������� ��� ���������� �����	���� �	�
���

��� �	�
���
���� ���� ��

�� ��(���� ���� ������ (��+(����������

9������ �� ����-��� ��"� ��� 	��� ��������� ���� ���� ��'����� ���� (����� "� ���� ���+

�������� �� ���� �(��� ��� ����� ��� �*�(��� ����� ���� ��� ��������� �� ��(�����

�	 1&& ����� (������ ��� ����� ��� 1& ���� (���� ���� �	 1& ����� (������ ��(����� ���

��������� �� � "���� "���� ������� ��� �	�
���

��� �	�
�
�

������� �� �	 ��;� A&&�A&& L 2&	 &&&�
0�"�$��� �	 "� ��(��� ���� ����$����� ���� (��� ��(�������� ��� ����� "���� ��(���

1& ������� ���� �	 ��;� A&� A& L 2&&� �������� 2�&&&� � ��$���� �	 � 	����� �	 1&�
��� ��"����� �� ���� �(���;����� �� ���� ��� �'��� ��������� �� ��� ����� (����<�

������ �� ���(������� �� $������� ���� ��� ��������� �'��� ��� ������ ������ 5�������

�� "���� ������� ��� �*��� ��� ���( 	�� ��� �'��� �� ����� ���"��� ���������� �	 ����

(����� 5� ����� "����� �� �$��� ��� ����� (����� �� ��� ����� ���� �	 ��� ��������� "����

������� 3 ��� ���(� 	�� ��� �'��� �� ���$�� ������� ��� �((�� ��� ��"�� ��� ������ (��$���

�((�� ���� ��"�� ���� ��� ���� ��� ����� 	���� 0�"�$��� �	 ��� ��������� �� ��(���� �� �

"����� ��� ��� �$� �� ��� ����� (���� �� ��� ����� ���� "���� ������� ���� 1 ��� ���(

�� �����$� ��� ��� �'����

����� ������	�


#���-� ��� ������� �6� ����� �: ���� ��� "��( �(���� �����	��� ��� ��������� ���(

�������� ��� ��� �	 � ��� ��	������� ��������� ���� �� ���+������ �����(������� �� ��" �����

��	�������� ���+������ �����(������� �������� ���� ���� $����* �� ��� �-�� �� �������� �� �



%3

��� �	 �$���� (����� ���� ��,�� � $����� ���� ��� (������� �	 ��� $����* �� (��������;��

"����� ��� $���� ��� ��,��� �� � ?$	 �	 �@ !���������� ����������� .��� ��� (�������� �	

��� �$���� (����� ������� ��� (������� �	 ��� $����* "���� ������ "��� ��� ��� ���� ��

��� ��� ?$	 �	 �@ (������� "����� ��� $�����

.� �����$� ���� ����� ��������� �����(������� "���� ������ $��� ���� 	�������� ��	��+

����� ������� ��� (���������� �	 ���	 (���������� �� ����� ����	����� ��� ��� (��(��� �	 �

(������� ��� ���������� ���� "� ����� �� ��� ��� ��" ����� ��	������� ��������� "����

"� ,��� ������� ��� �$����� �	 ��� ��� ����� (����� �� ��� ������ #���� ���� ��	��������

"� ����� � 	������� ���� ��������� ��� ��	������� (������ �� 	����"�

%?MN@ L &?K+@� ?C�3@

"���� %? MN@ �� �  � A ����* ���������� ��� ��	���� (�������� ?�� *� �� ;@ �	 ���
��� ����� (�����I

%?MN@ L

�
�������

�� 
� ��

�� 
� ��

�� 
� ��
���

���
���

	
������


��� &?K+@ ��� ��� 	�� �	
�
�

K+�� K+�� K+�� K+��� K+��� K+��� K+��� K+��� K+��� 1

K+�� K+�� K+�� K+��� K+��� K+��� K+��� K+��� K+��� 1
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���

�
����

&?K+@ �� �  �1& ����* "����  �� ��� ����� �	 ����� (������ ��� � �� ��� ��	�������
����*� ������� ���� ��� ��	������� �� ��������� "��� � %�� ����� 	�������� � ������

� 1&� A ����*�
.� ��"���� �������� ?C�3@ ��

+?MN@ L &�?K+@ � � ?C�E@

"���� +? M N@ �� � $����� �	 ��;� A � 1� &�?K+@ �� � ����* �	 ��;� A � A&� ��� � ��
� $����� �	 ��;� A& � 1� �����	����� +? M N@ 	�� %? M N@ �������� (������ ��� A 

������� �	 %? MN@ ���� � $������ ��������� �����	����� � 	�� � �������� (������ A&

������� �� � ���� ��� $����� �� 5� ����� �� ����(�� &�?K+@ �� � $����� �	 ��;� A&�1 ���������
�� ������� $����� �	 ��;� A � 1� &�?K+@ ��� ��$� ��� �������� �	 A � A&� 4������ &�?K+@
	�� �  �1& ����* ���� � A �A& ����*� "� ��� ;���� ���� ��� �������� ����* �� 	����"�I



%E

�
�

K+�� & & K+�� & &
���

& K+�� & & K+�� &
���

& & K+�� & & K+��
���

K+�� & & K+�� & &
���

& K+�� & & K+�� &
���

���
���

���
���

���
���

� � �

�
���������������

:������� ?C�E@ ������ � ,����� (����� "���� ����� ��� A ����� �	 ��������� ���

A& ��-��"��� .� ��� ��� ����� ������ ,� �((����� �� ,�� ��

� L ?&�?K+@� &�?K+@@�� &�?K+@�?MN@

6��� ��� A&�1 $����� � �� 	����� "� ��"���� �� �� � A�1& ����* � ������ ��� ����������
�� ���� �������� ?C�1@ �� ���$� 	�� ��� ��" (�������� �	 ��� $��������



������� 

�����

.� ������ ��� ����� ������I ������� ��� �(���� ������ ������� �6� ������ ��� ��� �+

(����� ����������� ����� �� ��������� �� ���(��� C ����� ��'����� �(���� ���������� ��(���

���������� 	������ ��� ���(�� ��� ��(�� ������ ��� ������� ��� (������ "��� ��� �� ���

*+�*��� ��� ���� ����	����� �� ��� �+�*��� ����� ��	������� �� ���������� ��

� L
��

���

��� � ���

"����  ������� ��� ����� ����� �	 �(����� �� ��� ������ ��� �� ��� �� ������ ��� ����

������ ��� ������� ������ �	 �(���� � ���(����$����

"�� ��(� )���� * ��� ���+ 	�����

��� 	����� �((���� �� ��� ���� ����� �� ���� ������� ��� �((���� �� ��� �-������ �� ��� ������

�-������ ���� 	�� &�&C �������� �	��� "���� ���� ��� �-������ �� ���((�� ����(��� "���

��� $������� ��� �� &� ���� ��� �-������ �� ���� �� ��� ��� (������� 	�� ��� �������� �	

��� ��������� "��� � 	���� �� ��� � ��������� �� ����� �� ������� ���$���� =��$��� �� ���

����� �� ������ �� �� �2�E1�'!� �� ��� � ���������� ��� �'���� ��� �-������ �� "��� ��
���� ����$����� ����� (���� �� ��� �����

5� ���� �������� "� ���������� ��( ��� �	 ��� ������ ����� ��� ��������

�� L
�
�

"���� �� ������� ��� �������� ��(��� ��������� ��� � ������� ��� �(���� ���������

.��� "� ����� ��� �(���� ��������� "� ���� ������ ��� ��(��� �������� �� ������ �

���������� ��(�� ������

%2



A&

.� ,��� ���� ��� �'���� �	 ���	���� ��� ���'���� �	 ��� ����� �� ,*��� ��� ��(��

���� �� 3 ?(�� ���� �	 ��� ����@� ��� ���( �� &�&&&C �������� ��� 	���� �� %&&& �( �'!��

���� "� ������ ��� �(���� �������� 	�� 1&& ?������ ?D�1@@ �� %%C ?������ ?D�%@@� ���

����� �"� ,������ "� ��� ���� �� ���������� ��� ���'���� �� � 	����� �	 %�%C� ��� �����

��	������� ��������� �� �((��*������ A&Q ���������� ��� ���������� ��� ��� �������

���� �	 ��� ��	������� (���� ������ ������� ����������� �������� ��� ����� ������

(��	�� )��� ����� ��� ���� ��� ������� �6� ����� ��� ��� ����� ����� �	 ��	��������

.� �������� ��� ��(���� ���� �� 1A ?(�� ���� �	 ��� ����@� ��� ��� ��� ����� "��� ���

��� (�������� �� ��������� ���$�� .� ��� �"� ������ ���(�� �� ,����� ?D�1@ ��� ?D�%@

���"� �� ,����� ?D�A@ ��� ?D�B@ �*��(� ���� ��� ����� ��	������� �� ����� �"��� �� ��� ��

��� ���� "��� ��(���� ���� �	 3 	�� ���� ��� ��� �(���� ��� �(����� ����������� �������

��� ����� ��	������� �	 ��� ������� �6� ������ ��"�$��� ���� ��� ������ ����

��(������ ��� (�������� ���� �� �������� ,����� ?D�1@� ?D�%@� ?D�A@� ��� ?D�B@� "� ���+

����� B ��� ,����� "��� ��� ��� ���( ��������� 	�� &�&&&C �� &�&&C ?������� ?D�C@� ?D�D@�

?D�3@� ��� ?D�E@@� .� ��� ���� �� ��� ����� "���� ��� �(���� �������� �� 1&& ?������� ?D�C@

?D�3@@� ��� ��� �(���� ����� ��� ��� �(����� ����� ��� ���� ������� ��� ��� �������

�6� ����� ������ �� �� ��	����� ���� ��� �(�-�� �� ��� ���(�� ��� ��� ������� �	 �������+

����� �	 ��� $���� ������ �� ��� �������� �	 � (�����+������� ��)��� �'����� �� �� �(����$�

	����� 5	 "� ��� ��� ��������� ��� � ������ ��� ������ "��� ��� �(���� �������� �� 1&&� "�

��� ���� �$�������� ��� ������� �6� ����� �������;�� ?������� ?D�2@ ?D�1&@@� 6� ��� �����

����� �� ���� ��������� "���� ��� �(���� �������� �� %%C� ��� ��� �(���� ����� ��� ���

������� �6� ����� ���� ����� �������� "���� ��� �(����� ����������� ����� ������

������� ������ �	 "� ��� ��� ��������� ��� � ������ ������� "� ��� ���� ��� ��� �(���� �����

����� ������ �� �� �*(�������� ����� ������� �������� ��� 	����� ���� ��� ������� �6�

����� ?������� ?D�11@ ?D�1%@@�

.��� "� 	������ �������� ��� ��� ���( �� &�&1� ��� ��� �(���� ����� ��� ��� �������

�6� ����� �������� �� ��������� ��� ��� �(����� ����������� ���� ������ �� ����� ���

���������� .��� ��� ��(�� ���� ��� �� 3 ��� �(���� �������� �� 1&&� ��� �(����� ����+

������� ����� ���� �� �� ������ �� ���"� �� ,���� ?D�1A@� 0�"�$��� ���"���� ������

���� ���,��������� ��� �(����� ����������� ����� ������ �� 	��� �(��� ?������� ?D�1B@ ?D�1C@

?D�1D@@�



A1

0

10

20

30

40

50

60

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�1I ��(�� ���� 3� �(���� �������� 1&&� ��(��� �������� 1&� ��� ���( &�&&&C�
����� %&&&

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�%I ��(�� ���� 3� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� 1C� ��� ���( &�&&&C�
����� %&&&



A%

0

20

40

60

80

100

120

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�AI ��(�� ���� 1A� �(���� �������� 1&&� ��(��� �������� 1&�
��� ���( &�&&&C� ����� %&&&

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�BI ��(�� ���� 1A� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� 1C�
��� ���( &�&&&C� ����� %&&&



AA

0

10

20

30

40

50

60

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�CI ��(�� ���� 3� �(���� �������� 1&&� ��(��� �������� 1&� ��� ���( &�&&C�
����� %&&&

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�DI ��(�� ���� 3� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� 1C� ��� ���( &�&&C�
����� %&&&



AB

0

20

40

60

80

100

120

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�3I ��(�� ���� 1A� �(���� �������� 1&&� ��(��� �������� 1&� ��� ���( &�&&C�
����� %&&&

0

50

100

150

200

250

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�EI ��(�� ���� 1A� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� 1C� ��� ���( &�&&C�
����� %&&&



AC

0

10

20

30

40

50

60

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�2I ��(�� ���� 3� �(���� �������� 1&&� ��(��� �������� 1&� ��� ���( &�&&C�
����� %&&& ��� 	�� % �������

0

20

40

60

80

100

120

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�1&I ��(�� ���� 1A� �(���� �������� 1&&� ��(��� �������� 1&�
��� ���( &�&&C� ����� %&&& ��� 	�� % �������



AD

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�11I ��(�� ���� 3� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� 1C� ��� ���( &�&&C�
����� %&&& ��� 	�� % �������

0

100

200

300

400

500

600

700

800

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�1%I ��(�� ���� 3� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� 1C� ��� ���( &�&&C�
����� %&&& ��� 	�� % �������



A3

0

50

100

150

200

250

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�1AI ��(�� ���� 3� �(���� �������� 1&&� ��(��� �������� 1&� ��� ���( &�&1�
����� %&&&

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�1BI ��(�� ���� 3� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� 1C� ��� ���( &�&1�
����� %&&&



AE

0

100

200

300

400

500

600

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�1CI ��(�� ���� 1A� �(���� �������� 1&&� ��(��� �������� 1&� ��� ���( &�&1�
����� %&&&

0

200

400

600

800

1000

1200

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�1DI ��(�� ���� 1A� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� 1C� ��� ���( &�&1�
����� %&&&



A2

.� ���� �*(������ "��� �������� ��� 	���� 	�� %&&& �( �'!� �� B&&& �( �'!�� ����

������ ���� ��� ����� ��� ������ �	 ��� ����� �*��(� ���� ��� ����� ��	������� �� �((��*+

������ �"��� �� ����� ��� ��������� �	 ���� ����� ���� ��� ��� �� �� �'����� �� ���

�������� �� 	�����

"�� ��(� )���� * &����������

.� ����(� �� �*(���� ��� ����� (��(������ �	 ��� �(����� ����������� ����� ���� ��

�������(�� ����� �� ��������� ���������� ��� �(���� �������� "���� ������� ��� ��(+

��� �������� ��� ���� .� ���� �((�� ����� ����� �	 	����� �� ��� �-������ �� � �����

����� �	 ���� ��������� ��������� 5� ��� ���� ����� ���� "� �������� "� �((�� �� �+

(���� �	 B&&�&&& �( �'!� �� ��� ,��� &�&%C ������� �	 ��� ���������� ���� ������� �(����

�	 +B&&�&&& �( �'!� �� ��� ������� 	����"��� &�&%C �������� �	��� ��� �(����� ��$� ����

�((����� ��� $������� �	 ��� �-������ �� ��� �� &� ��� � 	���� �� �((���� �� ��� �-������ ��

������� ���$����

������� ?D�13@� ?D�1E@� ?D�12@� ��� ?D�%&@ ���" ��� �������� �� ��� �(���� �������� 	��

%%C� C&&� 1&&&� �� C&&& "���� ������� ��� ��(��� �������� �� A� ��� ����� �	 �������+

���� ��������� �� ���� ��� ��� �(���� ��� ������� �6� ������ �� ��� �(���� ��������

���������� ��� �(����� ����������� ������ ��"�$��� ������ ������$��� ������ ����������

��� ��� ��������

���� ���� ���(���� ��� (��(���� �	 �(����� ����������� �� ��������� �� ���� GDH "���� ��

������� ��� �(����� ����������� ����� �� � #���	��� (������� ��� �'��� �	 ,������� ��������

��� ��� ���� 	�������� �(����� ��� �-� ��� ��������� ��� �������

"�� �����

�������� ��� �(����� ����������� ����� ���+(��	��� ��� ��� �(���� ����� ��� ���

������� �6� ����� �� ���������� �� ��������� ��� ��� ���"���-�� ��� ��� ��$���� �� ���

����� �	 ��� �������� �� ��(��� ���� ��������� �	 ��� ���������� ����� GD�1H ���"�

��� ����� �	 ��� �������� �� �������� 1 ������ �	 �������� ?������ ?D�%1@@ ����� ����

����� �� ��� ������ �-������ ���� "��� ��'����� ��(���� �����

����� GD�%H ���"� ��� ����� �	 ��� �������� �� �������� 1 ������ �	 �������� �����

��� ������� �6� ��� �(����� ����������� ������ �� ��� 	��� ��������� ���� ?�������

?D�%%@?D�%A@@� :��� ����� �� ��(��� "��� 1B�A%C ����� (������ ��� ��� "��� &�&&&%C

������� �� ��� ���(�



B&

0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

16000

18000

20000

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�13I ��(�� ���� 3� �(���� �������� %%C� ��(��� �������� A� ��� ���( &�&&1

0

5000

10000

15000

20000

25000

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�1EI ��(�� ���� 3� �(���� �������� C&&� ��(��� �������� A� ��� ���( &�&&1



B1

0

5000

10000

15000

20000

25000

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�12I ��(�� ���� 3� �(���� �������� 1&&&� ��(��� �������� A� ��� ���( &�&&1

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

35000

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

to
ta

l d
ef

or
m

at
io

n

time

mass spring
reduced DOF

implicit integration

������ D�%&I ��(�� ���� 3� �(���� �������� C&&&� ��(��� �������� A� ��� ���( &�&&1



B%

������ D�%1I ��	���� ���� ���� ?�@ �-�� ?�@ �-������ ��� ����� (�����



BA

������ D�%%I ��	���� ���� ��������� ���� 	��� 13D ?�@ �-�� ?�@ �-������� ��� �����
(�����



BB

������ D�%AI ��	���� ���� ��������� ���� 	��� AC1 ?�@ �-�� ?�@ �-������� ��� �����
(�����



BC

������ D�%BI �������� �	 ��������



BD

����� ��(�� ���� L 3 ��(�� ���� L 1A

 ��� �(���� B�&D A%�&%3B

������� �6� A�EB1% 1E�&A2DE

5(����� 5���������� CA�EE%E %%AD�&1

����� D�1I ����� �	 ������� �������� �� �������� 1 ������ �	 �������� ����� ��� ���( �	
&�&&1 "��� ��� ���� ����

����� ���

������� �6� AD%�D23%

5(����� 5���������� AC%E1�BE

����� D�%I ����� �	 ������� �������� �� �������� 1 ������ �	 �������� ����� ��� ���( �	
&�&&&%C "��� ��� 	��� ��������� ����

������ D�%CI �������� �	 �������� ���������



������� �

�������

�������� "� ��$� �(������� ����� ��'����� ��	������� ���������� ��� �������� ���� �	

��������� ��� (������ �	 �������� �� �������� �������� �	 � $����������� ���� �������

��� ��� ����������� 5� ��� ������ ��� ���� (������ ���� �������� ��� ����� �	 �����

����� ���� �� �������� ��� �-������� ��� �-������ ��������� (������ (���� � $���� ���� �� ���

��������� �	 ��� ��������� ������� �� �������� �'���� ��� ����� �	 $���� �� �� ��	�����

���������� ��� ��;�� �	 �-������� ���� ���� ��� ����� �	 ����� (����� ���"��� ��� �-���+

���� ��� ��� ���	��� �� ������� "���� �� ��� ��� �'��� �� ��$��� ������ ��(�� ����� ����

��������� ��� �������� ���������� �� ��-� ������ ��� ���(�� 6� ��� ����� ����� �	 ���

�-������� ��� ������ ��� ����� �	 �$���� (����� "���� ��������� ������� ��� ����� �	

��	�������� �����	���� ��$�� � ���������� ��� �� ��(��� ��� ���� ��� ,��� ��������

� �������� ��� �	 �-������� ���� �� ������� ��� ���� �� (���������� ����� ����������� �� ���

������ ��� ��� ��� ���� ���� ��� ����� �	 $����������� ����$��� ������ ���������� .�

�((��*����� ��� �-������� �� � ���������� �	 �(����� ������ ��� ��������� �� ������� ���

��������� ?������ A�%@� ��� "� ��$� ����������� ���� ���� �((��*������ �� �������� 	��

����(������� ��� �����

,�� '����-����

.��� ��� ��� ��� �-������� �� (����� ��� ����� ��-�� ��� 	����"��� �� ��(���I

� ��(�� ����

� �(���� ��������

� ��(��� ��������

B3



BE

� 	���� ������(����

����� ������(���� ����� ������ �� ����� ��(���� ���� �� -�� 	���� 	���� ��	��������

.��� ����� ����� ��� ����� ������ ��� ��������� ��� ��������� ������������� .� ,���

��(�� ��� $���� ��� ������	� ��� ����� (����� �� >����4������ ���	���4������ �� �-���+

���4������ ���� �(����� ��� ����� �� ������� ��� ����� (����� �������� �������� "��� �������

��((����� ��(������ �� ��� (�������� �	 ��� ����� (������ ���� ����� (���� �� �������� ��

��� �� ��� ���� (���� ����� �� ��� ��������� �� ��� ������� �-�������� :*���� �(����� ����

�(�� ���"��� ���� (���� ��� ���$�� ��������� �� ��� ���������� ��������� �� ��� �������

A�D� �� ���� (����� ��� ��������;����� ���( �� ��(����� ��� ��� ����� �� ����� �� ����� ���

�������� ��� ��	������� (�������

,�� ���(��+ !
 )�� 	�
������� ������

��� ����� ��	������� ����� ���� "� �(������� $����� �� ��������� ��� �(���� ���

,����� ?D�1@� ?D�%@� ?D�A@� ��� ?D�B@� "� ��� ��� ���� "��� � ���� ������ ��� ���( ��� �

���������� �(���� ��������� ��� ����� ����� ����$� "���� 0�"�$��� �� ��� ��� ���( ������

�� ��������� ��� ��� �(���� ���� ��� ��� ������� �6� ���� ����� �� ���-�� ����� ���

������� 5� ,����� ?D�C@ ��� ?D�3@� "� ������ ���� ��� ������� �6� ���� ����� �� ���" �����

�	 ���������;���� ��� ���� �(�-�� �� ��� ���(�� ��� ������ �� ��� ����������� �	 ��� $�����

"���� �� ������ �� ���� �	 �� �������(�� ������ ��� ��� �(���� ����� ��"�$��� ����

��� �*����� ����� ��	��� ������� ��������� !��"��� ,����� ?D�C@ ��� ?D�D@� ��� ����

����������� 	�� ����� ������ �� �*(���������� ������� ������ ������ ��� ��	�������� ���

���� (���� ��� ��� 	������ ������ �� ��� ��� �(���� ���� ��� ������� �6� ���� ���� ��

���������� ��� ���( �� ���������� �(���� �������� ���� ������ ���� ����� �� ���������;� ��

� ������� ����� �	 ���� ��� �(����� ����������� ����� �� ��� ����� ����� ���"� �����

��������� ��"���� ��� ������� �� ��(�� ����� ��� ���(� ��� �(���� ��������� 6��� "���

��� ��� ���( ������� &�&1 ������� ���� ��� ���� ����� �� ����������� ?������� ?D�1A@?D�1B@

?D�1C@?D�1D@@�

,�� ����� !
 )�� 	�
������� ������

��� ���� �	 ��$��� ���� ��������� �� ��� �(����� ����������� ���� �� ��� �(��� �	 ���

���������� ����� GD�1H ���"� ��� ����� �	 ��� �������� �� ���� ����� �� �������� 1
����� �� ���� 	�
 ��� 	�� ���
����
 ������ ��� ������ �������� ����� �� ��������� ����
����� �� ����
����

�� ������� ����



B2

������ �	 �������� ����� ��'����� ��(�� ����� "��� ��� ���� ����� ��� �������� ��

��� ��(�� ���� 	�� 3 �� 1A �� �((��*������ ��� ��� �� ���������� ��� ����� �	 �����

(����� E ���� ������� ��� ��(�� ���� ��(������� ��� ����� �	 ��(��� ����� ���� �*��

�	 ��� ����� ��� ��� �(���� ���� ���"� ���� ��� ��(������� ��� �� )? @ "���� � ��

��� ����� �	 ����� (������ ��� ������� �6� ����� ��"�$��� ��������� �� � ���"�� �����

#���-� ��� ��� �(���� ���� "���� ��� �������� ���������� ��(���� ��� (������� ���

$������� �	 ���� ����$����� ����� (���� ?������� C�1@� ��� ������� �6� ���� ��(����

��� ��	������� ����* ����� ��� �((���� ��� ����* �� ��� ����� (����� 	�� ��(����� ���

(�������� ��� $��������� �-��� ��� ��������� 	����� ��� ���� �������� ?������� C�%@� ���

��� �*(�������� ��� ����� �	 ��(������� ��� �� ��� ������� �6� ���� �� ��������

�� ��� ��� �������� �� �������� ��� ��	������� ����*�  ����(����� ��� ����* ��  

A � 1 (������� $������ �������� ��� ���� ��� �� ��(������� 5� ����� "����� ��������
��� ��(��*��� �	 ��� ������� �6� ���� �� ��� ��� �� ��� ��� �(���� ���� �� )? @�

������� �6� ���� �� 	����� ������� ��� �������� ���������� "���  �� ������� 9������

��� �(����� ����������� ���� ��������� �((��*������ B& ���� �� ��(������� ��� �� ���

��(�� ���� ��������� 	�� 3 �� 1A ��� �� ��� ���"�� �� ��� ������� �������� �� ��� ������

�� ��������� �� ������� C�A� ���� �������� �� ��� ��(�� ���� "���� �������� ��� �������

	�� ?A�3�@�?A�3�@ L 1	 &CE	 EB1 ������� �� ?A�1A�@�?A�1A�@ L BA	 BB1	 %E1 ��������
!������ �������� ��� ����(����� ����� ������� �� ��� (����� ����� �	 ��� ��(�������

��� �������� �� ��� �(����� ����������� ����� �� ��� ������� ���" �� ����� �	  �� �� ����

��� ��(��*��� �	 ��� ���� ?)? �@@�

����� GD�%H ���"� ��� ����� �	 ��� �������� �� �������� 1 ������ �	 �������� "��� ���

��������� ����� ��� ������� �6� ���� ��-�� �((��*������ D ������� "���� ��� �(�����

����������� ���� "���� ������� CEE ������� �� 2�E ������ ��� �������� �������� ���"�

�� ������� D�A ����� �((��*������ D �������� "���� ���������� �� AD ������ �	 ���������

��� ����� ��� ������� �6� ����� ��� CE�E ����� "��� ��� �(����� ����������� �����

,�� ������ .��/

�����  �!�����	�� ����"�

����� ��� ����� �� ��� �������� ���� "� �����$� ����� �� �(��$�� �(��� ����� ���

	������� "� ��$� ��� �� ���� ����� ��	������� ���������� ���� �����;� ��� �������� ����

���� �� 6<!����<� G%AH ,���� ������ ����� ���� ��������� ��	������� ����� �� ��������

������� #���� ���� �������� ����� ���� 	������ �������� ��� ����� �	 ��(�������



C&

���� ��� ����� ���� �������� ��� �������� �	 ��� ����������

����� �#�"���� �������	��

5� ����� �� �-� ��� ������ ����� 	���� ��������� "� ���� �� �(��$� �(�� ��� �-������

���������� (������� �������� ��� ������ G13H �*(����� ��� (���������� �	 �������� ��������+

���� �	 (�������� ����� ����� �� �������� �������������� 5� ����� ������ � 	��� �����

�	 ���� �����$������ �� ����� �������� �� ������ �� �������� �-������ �� ��(������ ��� �����

��� �� ���� �'�� ��� ���� ��� ���� �� ���- �� ����� ��� ���� "���� ������ �� �������� ���

�-������� .� �����$� ���� "� ����� ���(� ��� ��� ��������� ��� (�����(�� ��� ������ � ����

���� "���� �-� ��� �-������ �������� (������ ������� ���������$� �� �$�� 	���� ���������

����� ��""	�	��  ���$�	�� ��� %�������	�� �������	���

6�� ������� ����� ���� ��� ��((��� ��������� ��������� �� (���������� ������������ �����

��� ��������� ����� �� �-��� ��� ����� ��� ������ ��� �������� �� ��������� ��(��*

��$��������� �������� ����� 	������� "���� 	������ ���" ��"� ��� ��(������� ���� ��

�� ���$������� 	�� ��������� ��� ����������� ���"��� ��� ��������� ��� ����� ��)���� �� ���

������

����� ����"	�


��� ��(���� ��������� ���� �� ��� ����� ��������� ������ �� � �� ����� ���� ������� ���

����	���� ���� �� ��������� ����� ��(����� �� �$�� ��(����� 5������� ��� ����� (����� ������

�� ��������� �� ��� )��� ������������� ��� ����������� ������������ "���� ��� �(����� ��$�

����� ���� ������ ��� ��� ����������� ����� (����� ��� ������� ��������� �(���� �� ������

�	 � $���� ����� ����������� ������������ ��"�$��� �� ��������� � ��Æ���� (����� "���

�� ����� ��������� 5� ��� ������ "� �����$� "� ����� ����* ��� ���������� �	 �����������

������������ �� �((��*���� ����������� ������������ ����� ��� ����*����� ��������� ��

��� (������� �	 ����� (����� ��� ��� ���� ��� ��� �������� �� ��� ����������

����� ����  �&��� ���������

��� ����� ���� ��,��� ��������� �� ��� ����� ���� ���������� ������� ��� ������� �	 ���

��	������� ��� ��� �(���� ��������� ��� ��(��� ��������� ��� ��� ��� ���(� ����������

,����� ��� ������� $����� �	 ����� ��������� �� (����� ����� �� ����� ��� ������ 5	 � (���������

�������� �	 �������� �� ��� ��������� �� ���� �	 ��������� �� ���- �	 $����������� ����$����

��� ���� ��� �� ������ ��� ��������� ����� �� ��������� ��� ������� ��� ��������� ������



C1

�������� ��� ��,������ �	 
���- �	 $����������� ����$���� �� ����� ���)����$�� "� �����$�

���� "� ����� ����� �'�� ��� ���� ���� ����"� 	�� � (��$��" �	 ��� �'���� �	 ��� ��������

���������� �������� ���� "���� ��� ��$� �� �(��� ����� ��������� ��� ��+���������

����� ��� ������� ��������� ��� 	����� ����������� "� "���� ���� ��-� ��$� ��� �(���� �	

��������� �(���,� �(����� ��'����� ����$���� �� ��������� �� ������� ���	� ������ �� ����

�	 ��� ����� ������� �� .����� G1EH�



������� �

�������

��� ���� �	 ���� ������ �� �� ������ � $����������� ��������� ���� �� �� �������� 	�������

.� ��$� ����������� ���� �� ��((����� ��� ��������� ���� "��� � ��� �	 �-�������� "� "���

���� �� �-� ��� ��������� ����� �� � (��������� (�������� ����� ������ �� ���� �	 F������

6�� �((����� ��(�������� ��� ���� ����� ����� (����� ��� �(������ ��� �((���� �����

��'����� ��	������� ���������� 	�� ��� �������� (������� ��� ��	������� ����������

$��� �� �(���� ���������� ��� ����������� ��� ���� ��� ��� �"� ��������� ��� "��-�������

.� ������ ��� ����� ��	������� ���������� ����� � ��(�� ���� ����� ��� �������

����������� ���� ��� ��� �(���� ����� �������� 	��� ��� ���� �� ���������� $�����

������� �� ��������� "��� ��� ����� (�������� "��� ���,�� ��������� ��� �(����� ����+

������� ����� �� ��� ����� ����� "�� $��� �������� ��"���� ������� �� (��������� ���

��'���� �� (��	������ �� ��� ����� �	 ����� (����� ���������� ��� ������� ������ �	

	����� ���� ,� ���"��� ��� (��$���� �"� ������ �����,���� ��� �������� ���� ���� ��

�� �������� 	����� ���� ��� ��� �(���� ����� ��� �������� ���� ��������� ��� 	����� ���� ���

�(����� ����������� ����� ��� ��� ����� �� �������

!���� �� ��� 	��� ���� ��� ��� ��������� ��� � ����� ��$������ �$�� ��� ����� �"�� "�

��$� ����������� �'���� �������� � ��� �	 ����� 	�� �������� ��� ��������� $�����������

������ ����� ������ ����� �� ���������$�� 	�� ��� ����������� ����� -��	����� ���

�(��� "��(��� ��	������� ������ ������� �	 ����� ���� �	 ��� ��� �(���� ��(������ ��

��� ����� �	 ��� �������� � ����� ����� �� �������� �� ������ �� ��� (������ �	 �������� �

�������� �	 (������� �������� "��� ��� ����� ����� �	 �'����

C%



 �����
��!��

G1H �� !���' ��� �� .��-��� 9���� ���(� �� ����� ���������� 5� $������	 %	����� �	�!

��������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5==��40 2E� �� �5==��40

122E�

G%H 9�  ��-������ /� ������ �� ������� ��� /� 0������ �-��I � ����������$� �((�����

�� ������� 	���+	�� ���(��� 5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	����

��	���� 4���������� �	 �5==��40 22� �� �5==��40 1222�

GAH >�����-� ����;�� 5������+���������� ����������� ������ 4�� ������� !��"� #��$������

��(������ �	 ��(���� �������� %&&&�

GBH =������ 4� 9�� �������� ��� ����������I �((�������� �� ,���� ������ �������

/��� .���� R ����� 1221�

GCH 8������� ����(�� �� ��

GDH �����  ������� �� ������������ �� (��������� ����� �������I �� ������������ �� ���+

����� ������� 	�� ��(���� ���(����� �5==��40 ������ 8����� 1223�

G3H :� ������ ��� /� ����-� �������$��� ��������� !+�(���� ���	���� �� ��������� ��(����+

���� ������ $������	!&���� ������� 1&IAC&+ACC� ��(����� 123E�

GEH ����� �� =����� ��� !����  ������� � ���$�� �	 ��	������ ����� �� ��(���� ���(�+

���� ��������� ��(��� ��+23+12�  ��������� :������� �������� 9������������ ���������

 �� 8�$���� 1223�

G2H �� !���� =����� ��� ����� ��	�������� �	 ����� (�����$��� 5� $������	 %	����� �	�!

��������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5==��40 EB� (���� %1+A&� �� 

�5==��40 12EB�

CA



CB

G1&H �� ��������� ��� �� 4����� ����+	�� ��	������� �	 ����� �������� ������ 5� $��!

����	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5==��40 ED�

(���� 1C1+1D&� �� �5==��40 12ED�

G11H �� ����������� :*������� 	���+	�� ��	�������I � ����(���� ���� 	�� A� ��������

�������� 5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4����������

�	 �5==��40 2&� (���� 1E3+12D� �� �5==��40 122&�

G1%H �� ���������� ��� 4� /������� ������� 	���+	�� ��	�������I �� ���������$� ����+

���� ���������� 5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4��+

�������� �	 �5==��40 21� (���� %A+%D� �� �5==��40 1221�

G1AH .� 0��� /� 0������ ��� 0� ���	��� ������ ���(������� �	 	���+	�� ��	���������

5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5=+

=��40 2%� (���� 133+1EB� �� �5==��40 122%�

G1BH ��  ������-�� ��� �� /��� ����+	�� ��	�������� "��� �������� �	 ��������� ��(������

5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5=+

=��40 2D� (���� 1E1+1EE� �� �5==��40 122D�

G1CH /� ����"��-� �� 0������ ��� �� 4������ 9������ ������������ 	�� ��	������ ���+

���� ����������� 5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4��+

�������� �	 �5==��40 E2� (���� %BA+%C%� �� �5==��40 12E2�

G1DH S� �� ��� �� ���;�(������ ����,���� ,����I (������� ���������� (����(����� ����$����

5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5=+

=��40 2B� (���� BA+C&� �� �5==��40 122B�

G13H  � �������� ��� �� ������� �������� ������������ �	 ������ (�������� ������ �� �	��'

(��  �	��	����� )�	����� �� &������� �� ���������� /��� 122E�

G1EH �� .������ � ����� ���� 	�� �������� �����+���������� 	����� �*(�������� 5� $��!

����	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5==��40 E3�

(���� 13+%B� �� �5==��40 12E3�

G12H =� �����-�� ��� �� =������� ��	������ ���$� ��� ���	��� ,���� ������� 	�� 	���+	��

���(� ������� 5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4������+

���� �	 �5==��40 21� �� �5==��40 1221�



CC

G%&H /�4� =������� 8�  �������+�������� ��� �� �������� ��������� �	 ��)��� ��� ��+

�� �-�� ��	�������� �� � ����(��� ���-� 5� $������	 %	����� �	���������" &����

$����	���� ��	���� 4���������� �	 �5==��40 E2� (���� %1+A&� �� �5==��40

12E2�

G%1H �� ���� ��� �� 7���;��� 4�( �� �(I ��(���� �������� �	 � �������������� �����

���� �	 ����� ����� ��� ,���� ������ ������ 5� $������	 %	����� �	���������"

&���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5==��40 2%� (���� E2+2E� �� �5=+

=��40 122%�

G%%H  � !��+8������ ��� �� ������ ����+��� $�������� ��	������ ����� 	�� ������� ��+

������� ����� ,���� ������� ��� ������������� 5� �	��������� ��  �	��	������ $����

1C� (���� C3+DD� 122D�

G%AH /� 6<!���� ��� /� 0������� =��(�����  ������� ��� �������� �	 !������ ���������

5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5=+

=��40 22� �� �5==��40 1222�

G%BH 4� ����������  � $�� �� 4����� ��� �� ���;�(������ ������ �������� ���������

"��� 	���+	�� ��	��������� �� *   +	�������� �� ������,���� �� $������	

%	������ >���� A� 8���� A� (���� %&1+%1B� /���+��(����� 1223�

G%CH  � ����� �� .��-��� ��� �� ���;�(������ ���-��I ����$� ������� ������ *���	������

-' $������	 ������� 1?B@IA%1+AA%� 12E3�

G%DH �� ���;�(������ /� 4����� �� !���� ��� �� ���������� :���������� ��	������ ������

5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5=+

=��40 E3� (���� %&C+%1B� �� �5==��40 12E3�

G%3H �� ���;�(����� ��� �� .��-��� 4��������� ����� ����� "��� ����� ��� ��	������

��(������� *   $������	 %	����� �� &����������� (���� B1+C1� 8�$���� 12EE�

G%EH �� ���;�(����� ��� �� ����������  ������� ��������� ��	�������I $��������������� (���+

������� 	�������� 5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4��+

�������� �	 �5==��40 EE� (���� %D2+%3E� �� �5==��40 12EE�

G%2H �� 4������� ��� /� .������� =��� $���������I ���� ������� 	�� ���(���� ��� ���+

������ 5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	

�5==��40 E2� (���� %1C+%%%� �� �5==��40 12E2�



CD

GA&H �� .��-�� ��� .� .����� ���� �������� ��� ������� �	 �������� ����������� 5� $��!

����	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5==��40 2&�

(���� %BA+%C%� �� �5==��40 122&�

GA1H �� !���' ��� �� .��-��� ������ ��������� �	 ���+(���������� F�*���� �������

5� $������	 %	����� �	���������" &���� $����	���� ��	���� 4���������� �	 �5=+

=��40 2%� (���� A&A+A&E� �� �5==��40 122%�


