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fun map f [] = [] |
    map f (h::t) = f h::map f t
val map = fn : (’a -> ’b) -> ’a list -> ’b list
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(* original function *)
fun inc [] = [] |
    inc (h::t) = h+1::inc t

(* first synthesised function, using map *)
val inc1 = map (fn h => h+1)

(* second synthesised function, using foldr *)
val inc2 = foldr (fn h => fn t => h+1::t) []
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 ��������(��� �(��

-- basic constructs
par :: a -> b -> b             -- parallel composition
seq :: a -> b -> b             -- sequential composition

type Strategy a = a -> ()      -- type of evaluation strategy

using :: a -> Strategy a -> a  -- strategy application
using x s = s x ‘seq‘ x 

rwhnf :: Strategy a            -- reduction to weak head normal form 
rwhnf x = x ‘seq‘ () 

class NFData a where           -- class of reducible types 
      rnf :: Strategy a        -- reduction to normal form
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parList :: Strategy a -> Strategy [a]
parList strat []     = ()
parList strat (x:xs) = strat x ‘par‘ (parList strat xs)

parMap :: Strategy b -> (a -> b) -> [a] -> [b]
parMap strat f xs = map f xs ‘using‘ parList strat
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��������(��� (�'�	��*
 �( ��'	���( ���( �(��� ���(��	 ����� ��� ��
������� ��� �����)��� ��������
 ��� '������ '	������(� ����	���(* ��
���� (�� '���������J� ���(��	 ������ ��K��� ������� 4���� �8'����
����� ��( �� �)�	�(�� �� '���		�	 '��������
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newtype Process a b = ...

-- process abstraction (language construct) 
process x -> e :: Process a b

-- process instantiation
(#) :: (Transmissible a, Transmissible b) => Process a b  -> a -> b

-- non-deterministic merge process
merge :: Process [[a]] [a]
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map_par :: (Transmissible a, Transmissible b) => 
           (a -> b) -> [a] -> [b]
map_par f xs = [pf # x | x <- xs] ‘using‘ spine     
               where pf = process x -> f x

spine :: Strategy [b]
spine []     = ()
spine (_:xs) = spine xs                 
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 4������ ���
���� �������(��� (� �8'��� '���		�	��� ��� 7��� ���� � ����(��( ���
�8'	���( '������ ����(���� =� (�� ��'	����(�(��� 	�)�	 ! �� '�������
��'���(���(�� �(�(�� ���	*��� ��� '������ �*�(����� �� ����� (� ������(�
� �Æ����( ����( �� '���		�	���� ,�(� ��� ��� 7��� ��	* ���(	* ��
� ��'���(���(�� ��(�����*�(�� 4�(� �*����� ������� ���������(�
%� �����)� ���� ����	� '�������� '���������� �		 �*�(��� �� �(�(��

���(�����( ��?��(��	 ���'�	��� ��� ���(����	 	�������6��� ��� 7���
�� ��@
 ��� ! �� ��� =@��	� ����� ��+��, +���(��� >�91 ��
��������� 4� �����)� ����	� '�������� �Æ�������� �� //L ��� ���

����	* �� (� ���� � (4���'��� ������� ��		��(�� �� (�� �����( ��'	��
���(�(���
 B.L ��� 7��� +���� � ��((�� ������� ��		��(��1
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(�� �)������� �� �	(��'�������� �8��(���� 4� ����(�2�� �� ��� (��
����(������ �� ���� (��	�� �� (�� )��(�	 ������ �����* ���������(
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%��� ���(��� ��������� (�� ���	(� 4� ��)� ��(����� ���� (���� '���
�����6 ���#���
 � ��(��8 �	(�'	���(��� �	����(��
 ��+��,
 �� �8��(
	����� �*�(�� ��	)��
 ��� ��*������
 � ���'	� ��* (������ %�� '���		�	
�	����(��� (�����	)�� ��)� ���� �8'	����� �� ���� ��(��	 �� '��)���
'�'���� :� (��� ���(��� 4� ���� �� � ���'������ �� (�� ��'	����(�(����
�� ��� (�� '����������� �����)�� 4�(� ! ��
 ���
 ��� 7����
$	(���� ��(��� ���'	� �� ��(��
 (���� '������� ��'�����( � �����

�� �''	���(���� 4� ��� ��(����(�� ��� :� '��)��� �(���� �� ��)�	�'���
'���		�	 �''	���(���� �� ��� +����	 �( �	�
 -...1 4� ��)� ����(�2��
(�� �	��� �� �*���	�� �''	���(����
 4�(� ���'	�8 ��(� �(��(��� ���
�����	�� '���		�	���
 �� (�� ���( ��(����(��� �''	���(��� ������� ���
'�����(�� ������� 4� ��� (� ���' (�� '������ ��G� ��4�6 �������
(��( �		 (���� )������� ��'	����( (�� ���� �	����(�� ��� '�����
���'����	� �*����� �(��(��� 4�� (�� ���� ����������� ����(����(�
=� (�� (���� '������� �� (��� ���(��� (�� 	����� �*�(�� ��	)��
 4�(� �(�
�	(�'	� �������'��� ������ �''�����
 2(� (���� ������(����(��� ���(

4�(� (�� �(��� '������� �������� �� ��3����( ��'��(� �� (�� �8��(����
 ��� �'���2��		*
 ��(��8 �	(�'	���(��� �� � 4�		��(���� '���		�	 '���

���� ��� ���)�� (� ��	�(� �� �''����� (� (��( �� ��'���(�)� 	�������
+4�(� ������(� 	������ ��� '���������� ���'������� �� ���(��� ;1�
%�� 	����� �?�(��� ��	)�� �8����(� � �(��(�� (*'���	 ��� � �	���
�� �*���	�� �''	���(����
 4���� �� ?�(� ��3����( ���� ���)��(����	
�(���(��������� (�����?��� ����� �( '������� � ���� ����( �� ���'
�����'(��� ��� ����(�� �����	�� '���		�	���
 �( �� �	����( (� (*'���	
�*���	�� �''	���(����� %�� ��* (����� �� �� �8��'	� �� � ��(��'���		�	
�''	���(���
 ��� ����� �� (��� ��� ���'(�(��� ����	���(* ������
��'��(��( �� (��� ���(�8(�
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 ������(��� �� ���8
�����( ;�& 4����(�(���� 4�(� � 099 �G @�	���� '��������
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�� �(��( 4�(� � ��?��(��	 �	����(�� �����(	* ��'	����(��� (�� ���)�
�'���2��(��� �� ��(��8 �	(�'	���(���
 ���4� �� ����� /� ,* ���� ��
�	������� ��(�(*'� #���$ � (� ��'�����( ��(����� �� 	��(� �� 	��(� 4�
��� �)��	��� �(������ ���(���(�� �'���(���� ��� �� �	(�'	���(����
%�� ���� ���(��� �� ����#��)
 4���� (���� � ��� �� 
 ���� (�� (�����
'���� ��(��8 � �� ��'(� :( ���'(�� � � � �� � ���	� ���(�� 	��(
���'���������
 ���'(��� (�� ��4� �� (�� ���	( ��(��8 �� (�� �(��
���'��������� ��� (�� �	����(� �� � ��4 �� (�� ����� ���'����������
%�� ���(��� ����.�� ���'(�� (�� �� �� (�� �'���2��(��� ���)� ���
(4� )��(��� �� 	���(� ��

data (Num a) => Matrix a = M [[a]]

multMat :: (Num a) => Matrix a -> Matrix a -> Matrix a
multMat (M m1) (M m2) = M (multMatT m1 (transpose m2))

multMatT :: (Num a) => [[a]] -> [[a]] -> [[a]]
multMatT m1 m2T = [ [multVec row col | col <- m2T] | row <- m1]

multVec :: (Num a) => [a] -> [a] -> a
multVec v1 v2 = sum (zipWith (*) v1 v2)
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��� 2��	 ��4
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�(�		 =+�� � ���	��	�1 �( �(� ��������(��� ���'	�8�(* �� ��	* =+�� �
�	
�
�1 �� (�� '��������� �� ��( ��?��� (�� 4��	� ������ ��(��8�

>�&�&�>� ��	�� ��������) $		 '���		�	 )������� �� ��� ��	* �� � ��������(
�� �		 ��(� �( (�� ��������� �� (�� ���'(�(��� 4�(� � ��������(���
���'	�8�(* �� =+�� � � � ��1� %��������
 (�� ���� '������ (���� (�
������ � ��((	����� ��'����		* ��� 	���� ������ �� '���������� %� �)���
��� � ��((	����� 4� ��� �� � ��	�� �������� �� ��'��(�� �� ����� .�
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��(� �	����
 ���� (�� '����( (� (�� ��(�������(� ���	( ���'(�� ��
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 ��� (��� ��(���� (�� ��8( �	���� ���� �(� ���������� $� ���4�
�� ����� . (�� �	���� �� (�� 2��( ��(��8 ��� (������((�� ���� 	��( (�
����( �� (�� (���
 4��	� (���� �� (�� ������ ��(��8 ��� (������((�� (�'
��4�� %��� �	����(�� �� 4�		����4� �� (�� 	�(���(�� �� ���(	����J�
�	����(�� +Q���
 -..>1� :� (��� )������ (�� ��������(��� ���'	�8�(*
�� (�� ���� '������ �� =+�� � �1
 ���� �( ���� ��( ��'��� �� (�� �����
�� '���������
 ��� (�� ��������(��� ��(4��� (�� '��������� �� �'����
�)�� (�� ��(��� �8��(��� �� (�� '������� %�� ���� ���4���� �� (���
�''����� �� (��( �( ��?���� � '�����( �?��� ����� �� '�������� (�
���� � (��� (�'�	��*�
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multMatTParRow :: (Num a,Transmissible a) => 
                  Matrix a -> Matrix a -> Matrix a
multMatTParRow (M m1) (M m2) = M (concat result)
 where result = map_par multMatT (zip (splitIntoN noPe m1) (repeat m2))

6����
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>�&�9�-� ����) %�� 	���
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'�������� �� '��������� �)��	��	� 4�(� ���� �� (��� ���'(��� �
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�� (�� '����( ��(��8� %��� )������
 �� ���4� �� ����� -<
 ��� (��
��	(��� )�����	� ��'�
 ��'�����(��� (�� ����� �� �)��	��	� '����������
%�� ���(��� ����/���� � $� �'	�(� (�� 	��( $� ��(� � ����	* �?�	 ��G�
��	��(� +��� $''����8 $ ��� (�� ��2��(��� �� ����/���� ��� �(���
�8�	���* ���(���� ��� �� (��� ���(���1�

multMatTParBlock :: (Num a, Transmissible a) => 
                    Int -> Matrix a -> Matrix a -> Matrix a
multMatTParBlock size m1 m2 = decluster size result
  where result = map_par multMatT (zip (clusterLeft size m1) 
                                       (clusterRight size m2))
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torus :: (Transmissible a,Transmissible b,Transmissible c,Transmissible d) =>
             ((c,a,b)->(d,a,b)) -- Main function in each process
             [[c]] ->           -- Inputs from parent to children
             [[d]]              -- Outputs from children to parent
torus f m = ...

multMatPar :: (Num a, Transmissible a) => 
              Int -> Matrix a -> Matrix a -> Matrix a
multMatPar torusSize m1 m2 = combine results
 where results = torus (multMatPar’ torusSize) (zipWith zip m1ss m2ss)
       m1ss    = splitMatrix1 torusSize m1 
       m2ss    = splitMatrix2 torusSize m2

-- Function performed by each worker         
multMatPar’ :: (Num a, Transmissible a) => Int -> 
               ((Matrix a, Matrix a), [Matrix a], [Matrix a]) -> 
               (Matrix a, [Matrix a], [Matrix a])
multMatPar’ size ((sm1,sm2),sm1s,sm2s) = (result,toRight,toBottom)
  where toRight  = take (size-1) (sm1:sm1s)
        toBottom = take (size-1) (sm2’:sm2s)
        sm2’     = transpose sm2
        sms      = zipWith (curry multMat2) (sm1:sm1s) (sm2’:sm2s)
        result   = foldl1’ addMatrices sms 
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multMatPar :: (Num a, NFData a) => Int -> Matrix a -> Matrix a -> Matrix a
multMatPar z m1 m2 = multMat m1 m2 
                     ‘using‘ \ (M m) -> rnf m1 ‘seq‘ 
                                        rnf m2 ‘seq‘ 
                                        parListChunk z rnf m
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multMatPar :: (Num a, NFData a) => Int -> Matrix a -> Matrix a -> Matrix a
multMatPar z m1 m2 = 
  decluster (multMatT (cluster z m1) (cluster z (transposeMat m2))
             ‘using‘ \ (M m) -> rnf m1 ‘seq‘
                                rnf m2 ‘seq‘
                                parList (parList rnf) m )
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(* vector product call *)
fun inner row col = multVec row col

(* inner map - parallel *)
fun outer BT row = map (inner row) BT

(* outer map - parallel *)
fun multMat A B = map (outer (transpose B)) A
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(* Block map over outer product *)
fun BMmult (A,B) =
  let
    val rows = length A
    val outerAB = outer_product (A,transpose B)
    val AB = map Mdotprod outerAB
  in
    split rows AB
  end
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linSolv :: SqMatrix Integer ->                -- nxn matrix A
           Vector Integer ->                  -- n vector b
           (Vector Integer, Integer, Integer) -- n vector x s.t. A*x=b
linSolv a b = 
  let 
   {- Step1: forward mapping -}
    ...
   {- Step2: Computation of solutions in Z/p -}
    ...
    -- Infinite list of hom. solutions of a*x=b in Z_p
    xList = map get_homSol primes
    
    get_homSol :: Integer -> [Integer]
    get_homSol p  = 
      let 
        b0 = toHom p b
        a0 = toHom p a
        modDet = toHom p (determinant a0)
        pmx = -- inlined version of: homsolv0 p a0 b0
              let
                lua = lu p a0
                (l,u) = split_lu p lua
                y = fwd_subst p l b0
                x = bwd_subst p u y
              in 
              x
      in
      p : modDet : pmx  

   {- Step3: lifting via list-based CRA -}
    ...
    primeList = projection 0 xList -- primes (bases for the hom ims)
    detList   = projection 1 xList -- dets in all hom ims
    det       = snd (list_cra pBound primeList detList detList)
    x_i i     = snd (list_cra pBound primeList x_i_List detList)
                where x_i_List = projection (i+2) xList
    -- overall solution:
    x = vector (map x_i [0..n-1])
    ...
  in 
  x ‘using‘ strat
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strat = 
 \ res -> 
   rnf noOfPrimes                                      ‘seq‘
   parListN noOfPrimes par_sol_strat xList             ‘par‘
   parList rnf x
   where par_sol_strat :: Strategy [Integer]
         par_sol_strat = \ (p:modDet:pmx) -> rnf modDet ‘seq‘ 
                                             if modDet /= 0
                                               then parList rnf pmx 
                                               else ()
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xList_all = map_rw get_homSol primes

xList = filter lucky xList_all
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xList_all = map_rw get_homSol primes

xList = filter lucky xList_all
xList_unlucky = filter (not.lucky) xList_all

(p_needed, p_spec) = splitAt ( 1 + toInt noOfPrimes) primes
primes’ = p_needed ++ (additional xList_unlucky p_spec)

additional :: [Integer] -> [Integer] -> [Integer]
additional xs ys = zipWith (\ x y -> y) xs ys

6����
 (2$ �������� ������� (%��	 ��	����
�� �����	)

�		 (�� 4����� '��������� ��(��� (��( �� (��� ���
�����%� %�	���� (��
4������ ��* �� 4������ �'��	�(�)�	* �� ��	��� (����
 �( ��	* 4���
(�� ���	 (���� ��)� �	����* ���� ������� ��� ����� (�� ������ ��
�'��	�(��� �� (���(	* 	���(���  ��� ��(��	� ���( (�� ��'	���(�� 4������
���	�(�� ��� �� ���� �� �	��� �( �	� +&<<&1� ����� && ���4� (�� 7���
���� ��� (�� �'��	�(�)� )������ �� ��+��,� %�� ��	* ����2��(���
(� (�� ��?��(��	 ���� �� (�� �� �� � '���		�	 ��'	���(�� 4������ ��'
��� �� ���(��� �� � ��?��(��	 ��' �)�� (�� ��2��(� 	��( �� '������
%� �)��� (�� '�(��(��	 4��(� �� �������� �� (� �'��	�(��� 4�

��� ��'	����( � 
����	%���%� %�	���� �� ���4� �� ����� &9� :� (���
)������ (�� '���� ������ ��� ��)���� ��(� (���� ���4� (� �� ������
+� ������1 ��� (���� 4���� ��� ��	* ������ �� ���� �� (�� ���	���
'����� ��� �	��* +� ����1� %�� ���(��� �������� ���� ��� ����
�	��* '���� � ��4 '���� ����� (� (�� (��� 	��( �����
� ��(� ��
(�� ��2��(��� �� �������� (��( �� (� (�� ����������)�� �)�	�(���
(�� �)��	���	�(* �� �	��* '����� �� $� (������� (�� ������(��� �� ���
���	( �	����( �� *��

>�9�9�9�  #"!) %�� ! �� ��'	����(�(��� ��� ���� ��)�	�'�� ����
(�� ��?��(��	 �����		 ��'	����(�(���� $���(���* 	���(� ��(����� ���
'��)���� �* =�C��(�)� @��	J� ��� 	�����*
 4������ ��� ��� 7��� ��
(�� ��� � ! 	�����*� ��'	����� (�� ����	( ���(���(�� ��� � � 4�(�
(���� ����(���* '�������� ��(���� �8'���� ���� 	���(�(���� �� � �J�
�)��	������ ������� :� �����( ���'������ (��� �(�' 4�� ������ �� �����		�
%�� ���� '���	�� �� (�� ! �� ��'	����(�(���
 ���4� �� ����� &>


�� (�� ����	��� �� ����
�� �	����� ,����� � � �� �(���(
 ��4 '�����
�����( ���'	* �� �������� ����� (�� �)�	�(��� �� (�� ��� ���	�(���
%���� ��� (4� '�����	� ��	(���� (� (��� '���	��� 7�(��� (�� �����
���'��� ��	(��� ���(��� ��	� ������(� � ��4 '���� '�� ��(��(���
�� �	��* ���
 �� �( �� ���� �� (�� ������)�(�)� 7��� )������
 �� (��
���4������''��� '���� ��	� �� ���� �(���(�)� 4�(� (�� ����� ��
)�	�� ��	(��� )��(��� �� � ���)�����(� %�� ������ �� (���� 4�� ��'	��
���(�� ����� (���� ��� '���	��� 4�(� ������(��� ��?� '����� 4�(���



�������� ����

�
 ���������
 ���������� ����������� ��	 ����������� 90

(* Solve ax = b modulo p *)
fun gen_xList a b p =
  let 
    val (a0,b0) = (matHom p a,vecHom p b)
    val modDet = modHom p (determinant a0)
    val ((iLo,jLo),(iHi,jHi)) = matBounds a
    val pmx =
      fxlist jLo (jHi-jLo+L1)
        (fn j => modHom p (determinant (replaceColumn j a0 b0)))
  in
    p::modDet::pmx
  end

(* Iterative forward mapping phase *)
fun getSols xList [] = xList
  | getSols xList primes =
  let
    val xList’ = map (gen_xList aN bN) primes
    val noUnlucky = countUnlucky xList’
    val xList’ = filter (not o isUnlucky) xList’
    val primes’ = additionalprimes primes noUnlucky
  in
    getSols (xList@xList’) primes’
  end
val xList = getSols [] (primesuptomaxprod pBound)

(* Combination via CRA *)
val detList = projection 1 xList
val det = list_cra pBound primes detList detList
fun x_i i =
  let
    val x_i_List = projection (i+2) xList
  in
    list_cra pBound primes x_i_List detList
  end
val x = seqmap x_i (fxlist 0 n (fn x => x))
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	����� (��� &�� � - ��� (�� �����(* �� (�� ��(��8 �� ������ (��� .<L�
%�� ��?��(��	 ��(���� ���4 ! �� (� �����)� ���( ����	� '��������
'���������� 4�(� -.<�B�
 ��		�4�� �* ��� 4�(� 9</�.�
 ��� 7��� 4�(�
>.-�/�� �� �((���(� (��� ����	* 	���� ��3������ ����	* (� �	����(����
��3������� �� (�� ����6 %�� ! �� )������ ��� � ���� �Æ����( ����
4��� ���(�((��� ��(�� �� �����'���(��� �� (�� �������'��� ��	(���
'����� %��� ��3������
 �� �������(��� 4�(� (�� 	�G* �)�	�(��� �����
����� ��� �� ��� ��� 7���
 	���� (� � ������ ���' �����'(���
���	(��� �� ������ �)���		 ��(���� ��(�������
 �� (� ��'	����(�(���
	���(�(���� ��� �����(	* ��� (� �� � (4���'��� ������� ��		��(��

4���� �� ���4� (� �� 	��� �Æ����( (��� (�� ������(����	 ������� ��	�
	��(�� ��� �* ��@ ��� ��?��(��	 �8��(��� +��� ��	�41� ����		*
 (��
��3������ ��(4��� 7��� ��� ��� �� �� (� (�� ���( (��( 7��� ��� ��
�	��� )������ �� ��@�
����� &0 ���4� (�� ��(���� ��� ����� &; ���4� (�� ��	�(�)�

�'���'� ��� (�� 7���
 ���
 ��� ! �� ��'	����(�(���� �� ��+��,
��� ' (� -; !7� �� (�� ,��4	� �	�(��� ��� (�� ��'( ��(� ��� ��
(���� ���������(� � �Æ����( ����� �� 	��* '����� ��� ������(��
(� (�	��� �		 '��������� �� (�� �������� ����� (���� (�'�	�)�	 (������
��� ���'(� (���� ���	(� ����'�����(	*
 (��* '������ ��	�(�)�	* 	�((	�
��������(��� ��� (�� '���		�	 �)������ �� ��	�(�)�	* ���		 ��)��� ����
'���		�	 �Æ�����*�
$ �����( ���'������ �� (�� ��3����( 	������� ���4� (��( 7���

�����)�� (�� ���( �)���		 �'���' �� -; !7�6 ->�<
 ���'���� (� ���
�( --�. ��� ! �� �( --�0� ��4�)��
 ����� 7��� ��� ��� ������ ��?���
(��	 �8��(��� (���
 (�� ! �� )������ �� (�� ���(��( ��� �� -; !7��
$� �8�����(��� �� (�� ��(�)�(�* '��2	�� ��)��	� (��( ! ��J� ���	�(��
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6����
 (8$ 5�	
���� �� ������� �	 
�� �������

����(���� ���� '���		�	��� 4��	� ��		��(��� (�� ��(�
 4������ �� ���
(��� 2��	 �(��� �� ���(	* ��?��(��	�
%�� 7��� ���������(� �� (�� �'��	�(�)� )������ 4�(� (�� ��'	��

��(�� 4������ ���	�(�� (��( �*������		* ����� 4��� (� '��������� %���
�''����� �����)�� �*����� 	��� ���(���(��� 4�(��( ��	*��� �� � '��
(��(��		* �8'����)� ��'	����(�(��� �� � )��(�	 ������ ���'
 �� ��� ��
���
 ��� (�� ���������(� ���4 ���� �'���'� �)�� ��*��� -; !7��
:� �8������� (�� �*����� �����* ���������( �� �		 �*�(���
 4�

�����)� (��( (�� (�(�	 ���' �		���(��� �� �		 !7� �� ������( ��� ! ��6
-<0& ,
 4������ ��� �		���(�� ��	* ;-B ,� ��4�)��
 �� (� ������
��8���	 ���' ��������* �� ���
 '��������� �'��� �� �)����� -.�<L ��
(�� (�(�	 �8��(��� (��� �� ������� ��		��(���
 4������ �� ! �� (���
'�����(��� �� ��	* --�&L�  ������� (�� ���' �������(�(��� �� ��(�
�*�(��� �� (�� �(������ ��)��(��� �� �		���(��� �� ���� '�������� 4�
��(��� ����	�� )�	�� ��� ��(� �*�(���
 ->/ , ��� ! �� ��� -0/ ,
��� ���� %��� ������(�� (��( �� ��+��,
 ���J� �*����� �����*
���������( ���� ��( �����(���		* �������� ���' �������(�(����
$� (���� ������ ������(�
 ���J� ������� ��		��(�� ����� (� ����

���(� ������ �)������� (��� (��( �� ! ��� %�� ���� ������ �� (��
�����( ���� �� � ����������(��� ��'*��� ��		��(��
 ��(��� (��� � ���	
������(����	 ��		��(�� �� �''��(�� �* ��@ ��� ��?��(��	 ���'�	��
(��� +������ ��� !�*(�� �����
 -..91� ��(�������
 =�C��(�)� @��	J�
(4��������(��� ��		��(��
 �� ��� �* ! ��
 '��)���� ����' ��������(�	
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6����
 (5$  ������� �� ������� �	 
�� �������

��		��(��� ��� (�� *��� ������(���
 4���� ��((�� �8'	��(� (�� �����
(����	 ���' �'��� '��)���� �* �	(�'	� !7�� %�� ��'	����(�(��� ��
� ����������4��' ��		��(�� ��� (�� �	��� ������(���� �� ���4� (� ��
)��* �Æ����(
 (�� +F�	���G ��� ����*
 -..91� $��(��� '�(��(��	 ������
��� (��� �)������ �� (�� 4����(�� ��������� ���(��� �� �	���	 '���(���
�� ���
 �	(���� (��� �)������ �		�4� !7� (� ��		��( 	���	 �������
����'�����(	*
 �)������ �	���	 �*���������(����
:� �����* (�� ��+��, �8��'	� ������(��(�� (��( ��� ���� �''	��

��(���� 	�G* �)�	�(��� ��� ����� (�� ����( �� ��������(��� ��?�����
,�(� (�� ������)�(�)� 7��� ��� (�� ! �� )������� ��� (� ��(�����
����(����	 ��������(��� (� ����	 ���J� ����������)�� ������(��� ��
'���		�	��� ��� (� ����	� �	��* '���� ������� :� 7��� (�� �'���
	�(�)� )������ '��)�� (� �� ���(�� (��� (�� ������)�(�)� )������
 �(
�� ������	 ��� �� �''����� ����� (�� ������ �� 4��(��� ���������
$	(���� (�� �(�(�� '��(�(������ ��� ��''��� �� ! �� �� ������		*
	��� D�8��	� (��� (�� �''����� (���� �� ���
 (�� ����� �� 4�		�(���
'���		�	 ���	�(��� ��� ���'����(� ��� (�� 	��� �� D�8���	�(* �� (��� �����
:( �	�� ������ ���		�� ��(�����)������� ���� ��� ������� ��		��(����
:� (���� �� �'���' (�� ���	�(�������� )������� �� 7��� ��� ! ��
��� ���� �Æ����( �� ��		��(��� (�� ���	(� ��� �����)� (�� ��		�4���
�'���'� �� -; !7�6 ->�< +7���1
 --�. +���1
 --�0 +! ��1
 4�(�
! �� ��)��� ��(� (�� ���(��( ��?��(��	 ��� '���		�	 �8��(����
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>�>� &�� �	���	

>�>�-�  	����� $��
	������

%�� ��*������ '������ ��	�	�(�� � &F ����� �� � ����� �� 9F ��C��(�
�* (������ �		 ��*� �� � ����
 �� 4����4� :� (������ � ��*
 (�� ��(������
(���� 4�(� (�� ��C��(� ��� ���'(��� ���� �� ��(�����(��� �� ����

(�� ��* �� ��D��(�� ��� (�� ��	�� �� (�� ��(�����(��� '���( �� ���'(��
����� �� (�� �(����(� �� (�� ��* ��� �� (�� (�8(�� �� (�� ��C��(J�
��(����	� %�� ���� �� ����� �� (�� :� )������ (��( 4�� '�	����� �� �
'��( �� (�� :�'�	� ��(� +:�'�	�
 &<<-1 �� '���		�	 ��������� '��������

>�>�&�  �	����� ����	����
����� &/ ���4� (�� (�'�	�)�	 ���(��� �� (�� ��?��(��	 �����		 �	�
����(��� %�� ���(��� ��* (���� (�� ��G� �� (�� 4����4 �� $ ��� *

��������� ��� (�� �����
 ��'�����(�� �� � 	��( �� �'�����
 �� ��'(�
%�� ���'(�(��� '������� �� (4� ���(�� ��'�
 4�(� (�� �(�� ��'
�'���(��� �)�� (�� 	���� �� (�� ���� ��� (�� ����� ��'
 �� ���
 �''	*�
��� (�� ������$�� ���(��� (� �)��* '���( �� (�� ����
 ��'�����(�� �*
(�� ��������(�� ��5	
 ��(����� � )��(�� ��'�����(��� (�� ��	���

ray :: Int -> Int -> [Sphere] -> [[((Int, Int), Vector)]]
ray x y world = map do_line sizes_y
    where do_line :: Int -> [((Int,Int), Vector)]
          do_line i = map (\ j -> ((i,j), f i j)) sizes_x
          sizes_x = [0..x-1]
          sizes_y = [0..y-1]
          f i j = tracepixel world lights i j firstray scrnx scrny
          (firstray, scrnx, scrny) = camparams x y

6����
 (:$  �*��	
��� 	���	��
	 (#��$��� �����	)

�� �������� (4� '���		�	 )������� �� (��� '������� ,�(� )�������
�8'	��( ��(� '���		�	��� �( ��3�� �	���(	* �� (�� 4�* (�� ��(� �� ���(��		*
���(���(���

>�>�&�-�  �	����� ���) ,����� (�� ���'(�(��� (� �� '�������� ��
���� '�8�	
 ������$��
 �� ����	* ����'
 4� �� ��( �8'	��( '���		�	���
�� (�� ����� ��' �( ���(��� �8��(� ��	* (�� �(�� ��' �� '���		�	�
%� �����)� ���� ����	���(* �� (�� �(�� 	��'
 (�� ���'(�(��� �)��
��)���	 	���� ��� ��		��(�� ��(� ����� ��� '�������� (���(����

>�>�&�&� $�	�
� ���) %�� �����( ��' )������ �8'	��(� (�� ���� ����
�� ��(� '���		�	��� �( ��3��� �� �(� ���(��	 ���(���(��� �� ��(�� 7���
'������ �� ��)�� �		 ��������* ��(� ��� �8(���(� �(� �4� '��(��� ��
(�� ��(� �* ��	��(��� 	���� �� (�� ����� %� ��'��)� (�� ����	���(* ��
(�� ��������(���
 �����?����� �� '�8�	� ��� ��		��(�� ��(� '����(��



>< ���	
 �� ���

%*'���		* �� ���* (���� �� �)��	��	� '��������� +��'�1 ��� ������(���
%� ��'��)� (�� 	������	����
 (���  +< 	  	 ��'�%�1 ���'(�� �		
���	( 	���� 657��'� 4�(� 5 
 <� ��(� (��( �� (��� )������ �� �*�����
���(���(��� �� (���� �� ��?���� ��(�� (�� �(��(' '����� @��'���� (�
(�� '���		�	 ��' )������ (��� ���	� �����)� � ���(�� �(��(' �� (��
'���		�	 '�������� ��� � ��((�� 	��� ���(���(����

>�>�9� ���������������
>�>�9�-�  #"! %�� ! �� ��'	����(�(��� �� ����� &B ��� � '���
�		�	 ��' ��� ��� ���� ��)�	�'�� ���� (�� ��?��(��	 �����		 )������
�� ����� &/�

fun ray x y world =
  let
    val (firstray, scrnx, scrny) = camparams x y
    fun do_pixel ij =
      let
        val (i,j) = (ij div 1000,ij mod 1000)
      in
        ((i,j),tracepixel world lights (real i) (real j) firstray scrnx scrny)
      end
    val ind = indxs 0 (x - 1) 0 (y - 1)
  in
    map (map do_pixel) ind
  end

6����
 ()$ �������� 	���	��
	 (��� �����	)

%�� ���(��� �� �$�� ���(��(�� ��* (������ �( '�8�	 ���������(�
��5	 ��� �� ��''�� �)�� (�� ����8 ����� ��� %�� ���� �������
���(���� ��������� ����	���(* ���(��	 �''	* (� ! ��� ��4�)��
 (��
������ 4��(��� (� �� (�� �(�� �� ����� ��� �� '���		�	 �� ��(������� �*
(�� ������(����(��� �� (�� ! �� ��(�����*�(��� ���� (4� ���	�(���
��� �����( ������(� (� ���� �(���
 �� �� (�� �8��'	� ���� ���� ����

�� �$��		
 (���� �� �� ��)��(��� �� ���(�� ��'	����(�(��� ����� �����
	���(* ���(��	 �� '�������� �(���(���		* ������ (�� ��� ���	�(��� :�
����(���
 (�� ! �� ���'�	�� ��?���� �		 ���� )�����	�� �� (�� ���(���
'���(��� �� � ���
 �� (��� ���� �� �$��
 (� �� ���( (� (�� ����)���	
'��������� 4��� ���(��	����� (�� ���	�(�� ���(����� ����� (�� ����� ���
��� ���� )�	�� 4���� ��	� +'�(��(��		*1 ������ ��(4��� �������)�
��		� (��* ��)� (� �� ���(������((�� '�� ���� ��		� %��� ����� (��(
(�� (�(�	 ����( �� ��(� (������((�� �� �����2���(	* 	��� �� (�� �(��
��' �� ��'	����(�� �� '���		�	�

>�>�9�&� ��� %����� ��'	����(�(��� �� ����� �� (�� '���		�	 ��'
)������ ��� ��� �� ����(����	 �8'	���( '�����(�� ����3 (� ���(��	 (��
��G� �� (�� ������ %�� ���� �� ����� &. ���4� (�� ���* �� (�� ���(���
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ray :: Int -> Int -> Int -> [Sphere] -> [[((Int, Int), Vector)]]
ray chunk x y world = map do_line sizes_y
                      ‘using‘ parListChunk chunk rnf

6����
 (1$ �������� 	���	��
	 (��� �����	)

��* +(�� 	���	 ��2��(���� ��� ��������1
 4�(� �� �)�	�(��� �(��(�
��* ��'	����(��� ����	���(* ���(��	 )�� �	�(������ �� �� (�� ����
���"��2���3 �(��(��* �� �� (�� ��4��	�(���� ��(��8 �	(�'	���(����

ray :: Int -> Int -> [Sphere] -> [[((Int, Int), Vector)]]
ray x y scene = shuffleN outps 
    where outps = [ (process i -> f_dm i) # void | i <- [0..noPe-1]] 
                      ‘using‘ seqList r0
          f_dm n _  = map do_line (takeEach noPe (drop n sizes_y))

6����
 2*$ �������� �����
 ��� �����	 �� 	���	��
	 (%��	 �����	)

>�>�9�9� ���� %�� 7��� ��'	����(�(��� ��� (�� �����(���' )������
��� �� ���4� �� ����� 9<� %�� ���(��� � �� ��'�����(� (�� 4��� (�
�� �8��(�� �* ��� '������� :� (�� �����(���' )������ (��� ���	��� (��
�8(���(��� �� �(� �4� '��(��� �� (�� ��'( ��(� ���� (�� ��3�8���

���(��� (� ������� �)��* ��(� 	��� �� (�� ���� ��(� ��� �����
%�� '�������� ��� ����(�� �� � 	��( �� '������ ���(��(��(���� +�����1�

%�� ��?��(��	 �(��(��* ���"�� �9 �� ��� (� ���)� �� ����� '������
����(���
 ����(��� (�� '�������� ������ (�� �('��( )�	�� ��� �������

>�>�>�  �	��	���
� &������
%�� ���������(� �� ������ 9- ��� 9& �� � 90< � 90< ����� 4�(�
� ���� ��G� �� -< ��� � ����� ������(��� �� ;>< �'����� �� ��'(� %��
��?��(��	 ��(���� ���6 -//�>� ��� 7���
 -;9�9� ��� ���
 ��� -/&�-�
��� ! ��� ��� (��� �''	���(��� (�� ��?��(��	 '���������� �� �		 (����
)������� �� ����	* ����	�� 4�(� � )����(��� �� 	��� (��� -<L� %��� �� ����	*
�� (� (�� ���( (��( ��*������ ���� ��( ���� �� �� (�� 	�G����� �� (��
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-- sequentially applies a strategy to the first n elements of a list
seqListN :: (Integral a) => a -> Strategy b -> Strategy [b]
seqListN n strat []     = ()
seqListN 0 strat xs     = ()
seqListN n strat (x:xs) = strat x ‘seq‘ (seqListN (n-1) strat xs)

-- applies a strategy to (sequential) chunks of a list in parallel
parListChunk :: Int -> Strategy a -> Strategy [a]
parListChunk n strat [] = ()
parListChunk n strat xs = seqListN n strat xs ‘par‘ 
                          parListChunk n strat (drop n xs)
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-- Auxiliary functions for splitting and merging lists
bresenham :: Int -> Int -> [Int]
bresenham n p = take p (bresenham1 n)
                where bresenham1 m = (m‘div‘p):bresenham1 ((m‘mod‘p)+n)

-- split list into n sublists of (almost) same size
splitIntoN :: Int -> [a] -> [[a]]
splitIntoN n xs = f bh xs
                  where bh = bresenham (length xs) n
                        f [] [] = []
                        f (t:ts) xs = hs : (f ts rest)
                                      where (hs,rest) = splitAt t xs 

-- split list into blocks of size n
splitAtN :: Int -> [a] -> [[a]]
splitAtN n [] = []
splitAtN n xs = ys : splitAtN n zs
                where (ys,zs) = splitAt n xs

-- pick every n-th element from a list, starting from 0th elem
takeEach :: Int -> [a] -> [a]
takeEach n [] = []
takeEach n (x:xs) = x : (takeEach n (drop (n-1) xs))

-- list of lists of every n-th element, starting from 0th, 1st, ...
unshuffleN :: Int -> [a] -> [[a]]
unshuffleN n xs = [takeEach n (drop i xs) | i <- [0..n-1]]

-- combine a list of lists generated by unshuffleN
shuffleN :: [[b]] -> [b]
shuffleN ([]:_)  = []
shuffleN xss     = map head xss ++ shuffleN (map tail xss)

6����
 2�$ 0�	�
��	� ��� ����

�	� �	� �����	� ���
�

 ���
�� ��� BE���	�A
#�	��������	� �����
���������!������	��;	�����
O�
 �O�	���	�
1	�
�
�
 �O�� 1	�����
�$�
3 :-A.: �O�	���	�
>����	��
%����� �����������	������������
���
���

;5�� �����  ������������	������������
���
���
 !������� 





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /OK
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


